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Vorbemerkung

In den ersten drei Kapiteln dieser Vorlesung behandeln wir kon-
forme Finite Element Verfahren fiir lineare elliptische Differentialglei-
chungen zweiter Ordnung. Die behandelten Methoden und einige wei-
tere sind fiir den zweidimensionalen Fall, d.h. Differentialgleichungen
in R?, und lineare Dreiecks- und bilineare Viereckselemente als Java-
Demonstrationsapplet ALF (Adaptive Linear Finite elements) implemen-
tiert. Dieses Applet steht unter der Adresse

http://www.rub.de/numl/demo/alf/ALF.html
zur Verfiigung. Eine Benutzeranleitung ist unter der Adresse
http://www.rub.de/numl/demo/alf/ALFUserGuide.htm
online verfiighbar bzw. kann unter der Adresse
http://www.rub.de/numl/demo/alf/ALFUserGuide.pdf

als pdf-Datei heruntergeladen werden. Der Benutzer von ALF hat u.a.
die Wahl zwischen folgenden Moglichkeiten:

e verschiedene Gebiete einschliefilich krummlinig berandeter,
e unterschiedliche grobste Unterteilungen,
e mehrere Differentialgleichungen u.a.
— die Poissongleichung mit glatten und singuldren Losun-
gen,
— Reaktions-Diffusionsgleichungen insbesondere mit Losun-
gen mit inneren Grenzschichten,
— Konvektions-Diffusionsgleichungen insbesondere mit Lo-
sungen mit inneren oder Randgrenzschichten,
e verschiedene Optionen zur Berechnung der rechten Seite und
der Steifigkeitsmatrix,
e unterschiedliche Loser u.a.
— CG- und PCG-Verfahren,
— verschiedene Varianten von Mehrgitterverfahren mit un-
terschiedlichen Zyklen und verschiedenen Gléttern,
e die Wahl zwischen uniformer Gitterverfeinerung und adapti-
ver Gitterverfeinerung basierend auf verschiedenen a posteriori
Fehlerschéatzern.


http://www.rub.de/num1/demo/alf/ALF.html
http://www.rub.de/num1/demo/alf/ALFUserGuide.htm
http://www.rub.de/num1/demo/alf/ALFUserGuide.pdf




KAPITEL 1

Analytische Grundlagen

I.1. Sobolevraume

Im Folgenden bezeichnet Q@ C R? d > 1, stets eine offene, be-
schrankte Menge, p € [1,00) einen Lebesgue-Exponenten mit dualem
Exponenten p’ € (1, o0], zlo + z% =1, und o € N? einen Multiindex mit
la] = a1+ ...+ ag und
N olel

LY T T
Da ) beschrinkt ist, gilt LP(Q2) C L'(Q), und die kanonische Injektion

ist stetig. Aus dem Gaufischen Integralsatz folgt fiir alle ¢, € C§°(£2)
und alle o € N?

(I1.1.1) /Qngw: (-1)'6*'/9@&1)%.

Gleichung (I.1.1) motiviert die folgende Definition der schwachen Ab-
leitung. Dieser Begriff verallgemeinert denjenigen der klassischen Ab-
leitung.

DEFINITION 1.1.1. Seien ¢,v € L'(Q2) und o € N Dann heifit ¢
die @-TE SCHWACHE ABLEITUNG von ¢, kurz ¢ = D%p, wenn fiir alle
p € C§° () gilt

(112) oo = 1 [ v

BEMERKUNG 1.1.2. (1) Die a-te schwache Ableitung ist, sofern sie
existiert, eindeutig (im Sinne von L!'-Funktionen).
(2) Ist ¢ € C1*(Q), so stimmen die a-te schwache Ableitung und die
klassische a-te Ableitung iiberein.

D Vo € ClUl(Q).

BEWEIS. AD (1): Seien ¢, 11, %s € L'(Q) mit

1)l _ o, _ (_1)lel o
(1) /lep—/QwD p=(-1) /Q%P Vp € Cg°(Q)).
Dann gilt

[ wi=vmp=0 vpecr@)

Da C§°(Q2) dicht ist in L'(Q), folgt ¢ = 1y fast {iberall.
AD (2): Folgt aus dem Gaufischen Integralsatz (vgl. (I.1.1)). d

7



8 I. ANALYTISCHE GRUNDLAGEN

BEISPIEL 1.1.3. Sei Q@ = (—1,1) und ¢(z) = |z|. Dann ist ¢ im
Sinne von Definition 1.1.1 differenzierbar und die Ableitung ist

—1 fir —1<z<0,
1/)(x)—{1 fir0<z<1.

Denn fiir alle p € C3°(Q) gilt

/cpp—/soer/sop
—1
0

= »(0)p(0) — ¢(— )p(—1)+/_1p
- ol00) + (o1 - [ y

1

- wpa
-1
da p(£1) = 0 ist.

Mit Hilfe der schwachen Ableitung definieren wir die Sobolevraume.
Sie verallgemeinern die klassischen C*(2)-Riume und sind ein unver-
zichtbares Hilfsmittel fiir die Variationsrechnung (vgl. §81.2, 1.3), auf
der die Finite Element Methoden aufbauen.

DEFINITION I.1.4. (1) Fiir k € Nund p € [1, 00) definieren wir den
SOBOLEVRAUM W#?(Q) und seine Norm || - |1, durch

WHP(Q) = {p € LP(Q) : D*¢p € LP(Q) V|a| < k},

1/p
elles = { 3= 1D 0 }

jal<h
(2) Durch
eliw = { 3 10"l )
laf=k
wird fiir k& € N* eine Semi-Norm auf W*?(Q) definiert.

(3) Ist speziell p = 2, so schreiben wir H*(Q) statt W"?2(2) und lassen
den Index p = 2 bei der Norm und Semi-Norm weg.

BEISPIEL [.1.5. (1) Seien ¢ und €2 wie in Beispiel 1.1.3. Dann gilt
p € WIP(Q) fiir alle p € [1,00).
(2) Seien d > 2, @ = B(0,3) und ¢(z) = |z|* mit s € R, wobei |.| die
euklidische Norm in R? bezeichnet. Dann gilt
Dp(x) ~ [a]*~

und

=

2
||D0490||1’[)/p(9) ~ wd_l/ r(5_|a‘)p,rd—1dr
0



I.1. SOBOLEVRAUME 9
< 00
= p(s—lof) +d—1> -1
d
= s> |a| — -
p

(3) Sei d = 2, @ = B(0,3) und ¢(z) = In|In(|z|)|. Offensichtlich ist
p € L*(Q). Fiir x # 0 und 4 € {1,2} ist

Gp _ wmi
ox; |x|2|ln(|x|)\'

1/2 1
——rd
/ 7"2(1117”)2T "

Hieraus folgt

[lef -

1=t

—27?11111[——}
e—0L Inrlr=c

B 2

 In?2

Also ist ¢ € HY(Q).

SATZ 1.1.6. (1) (W*P(Q), || - llrp) ist ein Banachraum.
(2) C°(Q) ist dicht in WHP(Q).
(3) H*(Q) ist ein Hilbertraum mit Skalarprodukt

(. 0)s = / Do e,
|| <k

BEWEIS. AD (1): Seing g = #{a € N?: |a| < k}. Dann kénnen wir
WkP(Q) vermittels der Abbildung i : ¢ — (D®p)q)<x mit LP(2; Rd)
identifizieren. Insbesondere ist dann |[||x, = [|7(0)| r g7y Hieraus
folgt sofort die Normeigenschaft von || -||x . Sei nun (¢, )nen € W*P(Q)
eine Cauchyfolge. Dann ist (i(¢n))neny C LP(Q;R"™4) ebenfalls eine
Cauchyfolge und damit konvergent. Daher gibt es zu jedem o € N¢ mit
la| <k ein ¢, € LP(Q), so dass D%p,, in LP(Q2) gegen 1, konvergiert.
Insbesondere konvergiert D%y, punktweise f.ii. gegen 1,. Fiir jedes
p € C§°(Q) gilt andererseits

(I.1.3) onDp = (—1)'“'/D“gonp.
Q Q

Wegen des Lebesgueschen Konvergenzsatzes kénnen wir in (1.1.3) den
Grenziibergang n — oo durchfithren und erhalten

/woDo‘p: lim /ganap

= lim ( |a|/DO‘gp p

TLHOO



10 I. ANALYTISCHE GRUNDLAGEN

— (-1 / Yup.

Also ist 1), die a-te schwache Ableitung von g, und (¢, )nen konver-
giert in W*P(Q) gegen 1.

AD (2): Kopiere den Beweis von ,,C>(£2) ist dicht in LP(2)“.

AD (3): Offensichtlich ist (-,-); bilinear und |¢||? = (¢, ¥)x. Damit
folgt die Behauptung aus Teil (1). O

Im Folgenden werden wir haufig Funktionen begegnen, die stiick-
weise glatt sind. Der folgende Satz gibt uns ein Kriterium, wann solche
Funktionen in W#?(Q) sind.

ABBILDUNG I.1.1. Zerlegung von €2 in Teilgebiete

SATz 1.1.7. Seien Qy, )y zwei nicht leere, offene, beschrinkte und
disjunkte Teilmengen von Q mit stiickweise glattem Rand und Q =
Q1 U Q. Weiter sei o € LP(Q) so, dass pla, € CF(), i € {1,2},
k > 1 ist. Dann ist o € WFEP(Q) genau dann, wenn ¢ € C*1(Q) ist.

BEWEIS. Es reicht, den Fall £ = 1 zu betrachten. Der allgemeine
Fall folgt dann durch Induktion. Sei n die duflere Normale an {2; und
[¢] der Sprung von ¢ iiber ¥ = 9€; N €2 in Richtung n, d.h.

[o](x) = tli:t& o(x +1tn) — tEI& o(t —tn) VYreX.

Seien p € C§(Q) und ¢ € {1,...,d} beliebig. Dann folgt aus dem
GauBlschen Integralsatz

~feoe = [ oo o
_/ &pp—/ PPy
N dz; 80 '
0
+ SOp+/ opn;
Qs Oz; Qs

_ [ 9¢
—/anipﬂL/E[so]pnz.

Ist also ¢ € WP(Q), so folgt

/E[w]pni =0 VpeCrQ),ie{l,....d}.
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Also ist [p] = 0 f.i. auf X, d.h. aber ¢ € C(Q).
Ist umgekehrt ¢ € C(), so verschwindet [p] auf ¥, und aus obiger
Identitdt folgt ¢ € WP(Q). O

BEMERKUNG [.1.8. Gemé&f Satz [.1.6 (2) ist der Raum C*(Q)
dicht in W*P(Q). Fiir C5°(Q2) gilt dies aber i.a. nicht. Betrachte z.B.
d=1 Q= (0,1) und ¢(x) = x. Sei p € C(Q2) beliebig. Wegen
©(0) = p(0) = p(1) = 0 folgt aus dem Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung und der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

1= (1) = p(1) = [#(0) = p(0)]

- / () — p ()t

0
1 1/2
é{/\d—pVﬁ}
0
<lle—=rl
Also kann C§°(€) nicht dicht in H'(Q) sein.

Bemerkung 1.1.8 fithrt auf folgende Definition.

DEFINITION L1.1.9. WiP(Q), k > 1, ist die Vervollstéindigung von
C5() bl || - lpi HE () = Wo™ ().

Wie wir aus §III.1 der Vorlesung ,,Numerische Behandlung von Dif-
ferentialgleichungen 1“ wissen, spielt der Rand von €2 eine wesentliche
Rolle fiir die Regularitéit der Losungen partieller Differentialgleichun-
gen. Dies gilt auch fiir das ,Randverhalten“ von Funktionen in W*»-
Réaumen. Die folgenden Definition und Bemerkung prézisieren diesen
Sachverhalt.

Ko

ABBILDUNG [.1.2. links: Lipschitz-Gebiet mit Kegel
Ky; rechts: nicht Lipschitz-Gebiet

DEeFINITION [.1.10. Wir sagen, () hat einen LIPSCHITZ-RAND bzw.
Q) ist ein L1PSCHITZ-GEBIET, wenn es ein N € N* und offene Mengen
Ui, ..., Uy € R? mit folgenden Eigenschaften gibt:
(1) 092 C Ucicn Ui,
(2) Fiir jedes 1 < i < N ist 92 N U; darstellbar als Graph einer
Lipschitz-stetigen Funktion.
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BEMERKUNG [.1.11. (1) €2 sei ein Lipschitz-Gebiet. Dann existiert
fast iiberall auf 02 das duflere Einheitsnormalenfeld n zu €.
(2) © habe einen stiickweise glatten Rand. Zudem gebe es zu jedem
1o € 0N einen nicht trivialen Kegel Kj mit Basis 2o und Q C R\ K
(KEGELBEDINGUNG). Dann ist 2 ein Lipschitz-Gebiet.

Der folgende Satz charakterisiert die ,,Spuren“ von W*P-Funktio-
nen, d.h. ihre Einschrankungen auf den Rand von €.

SATZ 1.1.12 (SPURSATZ). Seien Q ein Lipschitz-Gebiet und k €
N* 1 € {0,...,k — 1}. Dann gibt es eine stetige lineare Abbildung
v WEP(Q) — LP(OQ)) mit der Eigenschaft

o' g
== Vo € CF(92).
V() an190|8§2 2 (€2)

BEWwWEIS. R.A. Adams: Sobolev Spaces. Academic Press, 1975.
BEWEISIDEE: Man zeigt zunéichst, dass die Restriktionen von Cg°(R?)-
Funktionen auf 2 dicht sind in W*?(Q). Dann fithrt man eine Uberde-

ckung von 0f) wie in Definition 1.1.10 ein und rechnet die Eigenschaft
von ~; auf den Karten 9Q N U; fiir C5°(R?)-Funktionen nach. O

BEMERKUNG [.1.13. Die Bezeichnungen und Voraussetzungen seien
wie in Satz [.1.12. Wegen des Satzes vom abgeschlossenen Graphen ist
1 (WkP(Q)) ein abgeschlossener Unterraum von LP(92). Dieser wird

iiblicherweise mti W*~'~»" (092) bezeichnet. Fiir unsere Anwendungen
sind die Félle [ = 0 und | = 1 besonders wichtig. Fiir eine alternative

Charakterisierung der Rédume Wt (0€2) analog zu Definition 1.1.4
mit  ersetzt durch 92 verweisen wir auf das Buch von R.A. Adams.

Der folgende Satz charakterisiert 1o P-Funktionen als die WP-
Funktionen, die auf dem Rand von €2 |, verschwinden®.

SaTz L1.14. WiP(Q) = {o € WFP(Q) : y(p) =0Y0 <1 < k —1}.

BEWEIS. R.A. Adams; loc. cit.
BEWEISIDEE: Da die ; stetig sind, ist ﬂogzgkq ker ~; ein abgeschlos-

sener Unterraum von WHP(Q), der C5°(€2) enthilt. Hieraus folgt mit
Definition 1.1.9 die Behauptung. U

Der folgende Satz ist ein wichtiges Hilfsmittel.

SATz 1.1.15 (FRIEDRICHSCHE UNGLEICHUNG). || - ||kp und ||k,
sind dquivalente Normen auf WP (Q).

BEWEIS. Offensichtlich gilt |¢lx, < [l¢|lk, fir alle ¢ € WHP(Q).
Fiir die umgekehrte Abschitzung wihle R € R so, dass {2 in dem
Wiirfel B (0, R) enthalten ist. Dabei bezeichnet .|, die Maximum-
Norm auf R?. Sei o € N? mit |a| =k — 1 und p € C°(Q), ¥ = D%p.
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Dann ist ¢ € C5°(£2). Wegen Q2 C By (0, R) folgt fiir beliebiges z €
mit der Hélderschen Ungleichung

|p_‘/ —¢ y>$27---,93d)

< p-l —
> (2R> /_R’axl (y7x27 7$d>

p

dy.

Integration iiber € liefert

1612 e = / ()P

< / p(a)P
P
(2R)P / / ‘8 (y, o, ..., 2q)| dydz
BH (0,r)' OT1

= (2R)” /B| on 8961
P I

= (2R)"

Lr(Q)

Summation iiber alle Multiindizes o € N¢ mit |a| < k — 1 ergibt

pleo1, < atlely,
mit
(k+d—2)!

Cr—1 — (QR)pm

Hieraus folgt

k—1
lolly, = Ity + > Il
1=0

< |S0|Z,p + Z Cl|§9|f+1,p

S {1 + Cp—1 + Cp—1Cl—2 + ...+ Cp—1 .. .0100}|g0|£7p.
Hieraus folgt die Behauptung, da C3°() dicht ist in W (). O

BEMERKUNG [.1.16. Aus Satz 1.1.15 folgt |||k, < cx(2)|p]x, fur
alle o € WF?(Q). Die Konstante ¢, () hiingt nur von k und dem Durch-
messer von {2 ab. Eine analoge Abschitzung gilt fiir alle Funktionen,
die auf einem Teil des Randes verschwinden, der positives (d — 1)-
dimensionales Maf hat.
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Als niichstes wollen wir Teilmengenbeziehungen zwischen W*?- und
Li-Réumen untersuchen. Dazu benétigen wir die Begriffe der stetigen
und kompakten Einbettung.

DEFINITION L.1.17. Seien (X, || - ||x) und (Y, ] - [[y) zwei normierte
Vektorrdume.

(1) Eine lineare Abbildung A : X — Y heifit KOMPAKT, wenn
das Bild A(Bx(0;1)) der abgeschlossenen X-Einheitskugel in
Y kompakt ist.

(2) X ist STETIG EINGEBETTET in Y, kurz X — Y, wenn X C Y
und die kanonische Injektion 7 : X — Y stetig ist.

(3) X ist KOMPAKT EINGEBETTET in Y, kurz X <> Y, wenn X C

Y und die kanonische Injektion ¢ : X — Y kompakt ist.

BEMERKUNG [.1.18. (1) Gilt X — Y, so gibt es eine Konstante
¢ >0 mit [|¢lly < cl|e]x fiir alle p € X.
(2) Aus X S Y folgt X — Y.
(3) Ist X <>Y und (pn)nen C X eine beschriinkte Folge, so besitzt
(pn)nen €ine in Y konvergente Teilfolge.

BEWEIS. AD (1): Folgt aus der Definition der Stetigkeit fiir lineare
Operatoren.
AD (2): Sei A: X — Y ein kompakter linearer Operator. Dann ist n.V.
A(Bx(0;1)) kompakt und somit insbesondere beschriankt. Also gibt es
ein ¢ > 0 mit ||Aplly < c fir alle ¢ € X mit ||¢||x < 1. Also ist A
stetig.
AD (3): (i(¢n))nen C Y ist in der kompakten Menge (B (0; R)) mit
R= max |lonllx enthalten. O

SATZ 1.1.19 (SOBOLEVSCHER EINBETTUNGSSATZ). (1) Seip < d.
Dann gilt

d
WEQ) - W) g e 1 P
und
k ¢ k-1 pd
WHP(Q) — W"H4(Q) Vg e [1, d—)
- P
(2) Sei p=d. Dann gilt
WHhP(Q) <5 WEL9(Q) Vg e [1,00).
(3) Sei k > ]C;l. Dann gilt
d

WP () SO Q) VieN, 0<I<k— >

BEwEIS. R.A. Adams; loc cit. O
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BEMERKUNG 1.1.20. (1) Seid =2, p =2 und 2 = B(0; %) Dann
zeigt Beispiel 1.1.5 (3), dass die Schranke an ¢ in Satz [.1.19 (2) scharf
ist.

(2) Sei d > 3, p =2 und Q = B(0; 5). Dann zeigt Beispiel 1.1.5 (2),
dass die Schranke an ¢ in Satz 1.1.19 (1) scharf ist.

(3) Sei p = 2 und d = 2. Dann ist H'(€2) <> L9(Q) fiir jedes ¢ € [1, 00).
(4) Sei p =2 und d = 3. Dann ist H'(Q) <> LI(Q) fiir jedes ¢ € [1,6)
und H'(Q) — L°(Q).

(5) Sei p = 2 und d € {2,3}. Dann ist H%(Q2) — C°(Q). Fiir H'(Q)-
Funktionen sind Punktwerte dagegen nicht definiert.

Der folgende Satz ist ein Analogon der Friedrichschen Ungleichung.

SATZ 1.1.21 (POINCARESCHE UNGLEICHUNG). |.|; und || - |1 sind
dquivalente Normen auf V = {p € H'(Q) : |, ¢ = 0}.

BEWwWEIS. Wie im Beweis von Satz [.1.15 miissen wir nur zeigen,
dass es eine Konstante C' > 0 gibt mit

(1.1.4) el < Cleh Vo e V.

Wir nehmen an, eine solche Konstante existiere nicht. Dann gibt es
eine Folge (¢,)neny C V mit

(I.1.5) lenli =1 VYneN
und
(L.1.6) lim |¢,|1 = 0.

Wegen Satz [.1.19 und Bemerkung 1.1.18 (3) gibt es eine Teilfolge
(Yny)ken von (¢y)neny und eine Funktion ¢ € L*(2) mit

Jim {lon, —@llo =0.

Wegen (I.1.6) konvergiert (¢, )ren sogar in H'(2). Mithin ist ¢ €
H'(Q) und |p|; = 0. Daher ist ¢ konstant. Da V ein abgeschlosse-
ner Unterraum von H'(Q) ist, gilt aber [, = 0. Also ist ¢ = 0 im
Widerspruch zu (1.1.5). O

BEMERKUNG [.1.22. (1) Satz I.1.21 kann fiir H'(Q) nicht gelten,
da die rechte Seite von (I.1.4) fiir die konstante Funktion ¢ = 1 ver-
schwindet.

(2) Der Beweis von Satz 1.1.21 ist nicht konstruktiv. Mit anderen Tech-
niken kann man zeigen, dass die Konstante C' in (I.1.4) proportional

zum Durchmesser d = sup |z—y| von 2 ist. Ist insbesondere €2 konvex,
z,yeN)

ergibt sich C' < %.
(3) Analoge Aussagen zu Satz [.1.21 gelten fiir die Raume

(o e W' (Q) / o =0}

Q
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mit p € (1, 00).

1.2. Abstrakte Variationsprobleme

In diesem Paragraphen erinnern wir an die abstrakten Ergebnisse
des §I1.5 der Vorlesung ,,Numerische Behandlung von Differentialglei-
chungen I“. Wegen ihrer Bedeutung fiir das Folgende fiithren wir diese
Ergebnisse und ihre Beweise nochmals auf.

Der folgende Satz sichert die eindeutige Losbarkeit von Variations-
problemen und charakterisiert deren Losungen.

SATZ 1.2.1 (SATZ VON LAX-MILGRAM). Seien (X, | - | x) ein Ba-
nachraum, | € L(X,R) ein stetiges lineares Funktional und a € L*(X,
R) eine stetige Bilinearform. Zusditzlich sei a SYMMETRISCH, d.h.

a(u,v) = a(v,u) Yu,ve X,
und KOERZIV, d.h., es gibt ein o > 0 mit

a(u,u) > ofjullk Yu € X.
Dann besitzt das Funktional J € C*(X,R) mit

(1.2.1) T(u) %a(u, ) — U(u)

ein eindeutiges Minimum u* in X. Dieses ist die eindeutige Losung
von

(1.2.2) a(u®,v) =1(v) Yve X.
BEWEIS. 1. SCHRITT: Offensichtlich ist J € C?(X,R) mit
DJ(u)v = a(u,v) —l(v) Vu,v € X.

Also ist jeder kritische Punkt von J eine Losung von (1.2.2).
2. SCHRITT: Seien uy,us € X zwei Losungen von (1.2.2). Dann folgt

a(u; —ug,v) =0 Yoe X
und

alluy — ug|% < aluy — ug, uy — ug)
= 0.

Also besitzt (1.2.2) hochstens eine Losung.
3. SCHRITT: Fiir alle u € X gilt

«
J(u) = §IIUII§< — lllexmllullx
o 1
> —[lul|% — =]
> Ll - 1

1
p— ] .
> 1 )
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Also ist J nach unten beschrankt. Sei

p=inf J(u) e R

ueX

und (u,)nen eine Minimalfolge, d.h.

p= lim J(u,).

n—oo

Dann folgt fiir n,m € N

- 8{%J(un) + %J(um) — J(=(up + um))}
< 8{%J(un) + %J(um) p}
— 0

Also ist (uy)nen eine Cauchyfolge und konvergiert gegen ein u* € X
mit

J(u*) = p.
Also besitzt J mindestens ein Minimum. Zusammen mit den Schritten
1 und 2 folgt hieraus die Behauptung. U

Alle Finite Element Methoden beruhen auf dem Ansatz, die un-
endlich dimensionalen Rdume X durch geeignete endlich dimensionale
Raume X; zu ersetzen. Die Methoden unterscheiden sich dann u.a.
in der Wahl der diskreten Radume X},. Satz [.2.1 angewandt auf einen
solchen Raum X}, liefert sofort die eindeutige Losbarkeit des diskre-
ten Problems und fiihrt es auf ein dquivalentes endlich dimensionales
System linearer Gleichungen zuriick. Der folgende Satz zeigt, dass der
Fehler zwischen den Losungen der Variationsprobleme in X und in X,
bestimmt ist durch die Approximationsgiite des Raumes X; C X. Die-
se Grofe ist unabhéngig von den Formen a und [ und damit von der
speziellen Differentialgleichung. Daher erhalten wir mit dem folgenden
Satz Fehlerabschitzungen fiir eine ganze Klasse von Differentialglei-
chungen und Diskretisierungen.

SATz 1.2.2 (CEA-LEMMA). Die Voraussetzungen und Bezeichnun-
gen seien wie in Satz 1.2.1. Setze zur Abkirzung

A= ||a||£2(X,]R)-

Sei X;, C X ein endlich dimensionaler Unterraum von X. Bezeichne
mit u € X und up, € X}, das eindeutige Minimum von J in X bzw. Xj,.
Dann gilt

A
lu—unllx < — inf [ju—vsx.
Q vpeXp
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BEWEIS. Wegen Satz 1.2.1 besitzt J ein eindeutiges Minimum wuy,
in X}. Dieses ist eindeutig charakterisiert durch

(1.2.3) a(up, v) = l(vy) Yo, € X,
Aus (1.2.2) und (1.2.3) folgt
(I.2.4) a(u —up,vp) =0 Yo, € Xp,.

Hieraus ergibt sich fiir jedes v, € X},
allu — up||% < alu — up,u— up)
= a(u — up,u — vp) + alu — up, vy — up)
= a(u — up,u — vp)
< Allu — unl[x[lu — vnllx-
Da vy, beliebig war, folgt hieraus die erste Fehlerabschétzung. O
Bei den Anwendungen der folgenden Abschnitte wird || - ||x in der
Regel die H!'-Norm oder eine #hnliche Norm sein. Hiufig wollen wir
aber auch Fehlerabschitzungen in der L?-Norm oder einer vergleich-

baren Norm herleiten. Der folgende Satz zeigt, dass wir dann unter
bestimmten Bedingungen eine verbesserte Abschéitzung erhalten.

SATZ 1.2.3 (SATZ VON AUBIN-NITSCHE). Sei zusdtzlich H ein Hil-
bertraum mit Skalarprodukt (-, -)g und Norm |||y derart, dass X — H
und bzgl. || - ||g dicht ist in H. Fir jedes ¢ € H bezeichne u, € X die
eindeutige Losung von
(I.2.5) a(v,uy,) = (p,v)g Vv e X.

Dann gilt

lv —unllm < Allu —upl[x sup  inf [lu, — vallx.
pEeH v e€Xp
ol =1

BEWEIS. Wegen X C H definiert jedes ¢ € H durch

U= (307 U)H
ein stetiges lineares Funktional auf X. Wegen Satz [.2.1 besitzt somit
(I.2.5) eine eindeutige Losung u, € X. Aus (1.2.5) und (1.2.4) folgt fiir
beliebiges ¢ € H und beliebiges v, € X},
(u—un, ) = a(u — un, uy)
= a(u — up, up, — vp)

< Allu — up|| x||up — vl x.

lu—unllm = sup (u—un,@)m
peH
lloll =1

ist, folgt hieraus die Fehlerabschétzung. U
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Die Voraussetzungen der Sétze [.2.1 — 1.2.3 sind insbesondere fiir
Konvektions-Diffusionsgleichungen, die wir in den néchsten Paragra-
phen betrachten werden, zu restriktiv. Daher schwéichen wir sie in den
folgenden beiden Sétzen entsprechend ab.

Satz 1.24. Seien (X,|| - ||x) und (Y,]|| - |ly) Banachrdiume mit

XSY und ag,a1 € L2(X,R) zwei stetige Bilinearformen. Die Bili-
nearform ag sei symmetrisch und koerziv. Fiir die Bilinearform a; gebe
es eine Konstante A € R mit

(1.2.6) ay(u,v) < Allul|x|[v|ly Vu,ve X.
Seia = ag+ a; € L2(X,R), d.h.

a(u,v) = ap(u,v) + ar(u,v) Vu,v € X,
Fiir alle w € X\{0} gelte schlieflich

(I.2.7) a(u,u) > 0.
Dann besitzen die Probleme

(1.2.8) a(u,v) =1lv) YveX
und

(I.2.9) a(v,u) =1v) YveX

fir jedes stetige lineare Funktional l € L(X,R) jeweils eine eindeutige
Lésung.

BEWEIS. Wir beweisen die Behauptung nur fiir Problem (I.2.8).
Der Beweis fiir das andere Problem ist vollig analog. Sei [ € L(X,R)
beliebig. Wegen Satz 1.2.1 gibt es genau ein u; € X mit

ao(u,v) =1l(v) Yve X.
Dann ist (1.2.8) dquivalent zu
ag(u,v) + ar(u,v) = ap(u,v) Vo € X.
Wiederum wegen Satz 1.2.1 gibt es zu jedem w € X ein eindeutiges
Uy € X mit
ao(Uy,v) = ar(w,v) Yv e X.
Die Zuordnung w + u,, definiert eine lineare Abbildung K € £(X, X),
und (1.2.8) ist damit dquivalent zu
(1.2.10) (Id+ K)u = u.
Wegen X <Y und (1.2.6) ist K kompakt. Daher erfiillt Id + K die
Fredholm Alternative:

Entweder besitzt (1.2.10) fiir jede rechte Seite eine ein-
deutige Losung oder das zugehoérige homogene Problem
besitzt eine nicht triviale Losung u # 0.
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Wegen (1.2.7) besitzt (1.2.8) mit [ = 0 und damit (1.2.10) mit u; = 0
aber nur die triviale Losung. U

SaTz 1.2.5. Die Bezeichnungen und Voraussetzungen seien wie in
Satz 1.2.4. Zusdtzlich sei X, C X ein endlich dimensionaler Unter-
raum. Dann besitzt das Problem

(1211) a(uh,vh) = l(Uh) Y, € Xj,

fir jedes | € L(X,R) eine eindeutige Losung uy, € Xp,. Die Bilinear-
form a sei zusitzlich koerziv, d.h. es gibt ein 8 > 0 mit a(u,u) > Blul|%

fiir alle w € X. Dann gilt fir die eindeutigen Lésungen u und uy der
Probleme (1.2.8) und (1.2.11) die Fehlerabschditzung

A
(I.2.12) |lu —up||lx < = inf Hu — Up||x-

ﬁ v €X
Dabei ist A = ||a||c2(xr). Seien schl@eﬂlzch H, ¢ und u, wie in Satz
1.2.3. Dann gilt die Fehlembschatzung
(1.2.13) lu—upl|lg < Allu —upl|x sup inf ||u, — uplx.

cH up€Xp
ol =1

BeEWwEIs. Die eindeutige Losbarkeit von (1.2.11) folgt aus Satz 1.2.4.
Die Fehlerabschétzung (1.2.12) folgt wie im Beweis von Satz [.2.2. Man
beachte, dass wir dort nur die zu (1.2.8) und (1.2.11) analogen Eigen-
schaften (I.2.2) und (I.2.3) ausgenutzt haben. Wegen X < H definiert
jedes ¢ € H durch v — (¢, v)y ein stetiges lineares Funktional auf X.
Daher folgt die Existenz und Eindeutigkeit von w, aus Satz 1.2.4. Die
Fehlerabschétzung (1.2.13) folgt dann wie im Beweis von Satz [.2.3. [

1.3. Schwache Lésungen

Im Folgenden ist Q C R, d > 2 eine offene beschrinkte Menge mit
Lipschitz-Rand I' = 992 und duflerem Einheitsnormalenfeld n. Wir be-
trachten skalare, lineare, elliptische Differentialgleichungen 2. Ordnung.
Ihre allgemeine Form lautet (vgl. §I11.1 der Vorlesung ,, Numerische Be-
handlung von Differentialgleichungen I“)

0 :
(I.3.1) — Z B < i > Zaz +au-f in Q.
1<i,5<d
Dabei ist f € L2(Q), a € C(Q,Ry), a = (a1, ...,aq) € CH(Q,R?) und
A= (Aij)lgi,jgd c Ol(Q,RdXd) mit AIJ(ZE) A ( ) fir alle x € Q,
1<4,7 <dund

T
2T A(x)z

[.3.2 Ao = inf inf ————— > 0.

( ) 07 Je.era 2T,

Spéter werden wir die Glattheitsbedingungen an die Koeffizienten o, a

und A abschwichen. Zur Vereinfachung der Notation sprechen wir im

Folgenden von
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e ciner KONVEKTIONS-DIFFUSIONSGLEICHUNG, wenn «, a und
A beliebig sind,

e ciner REAKTIONS-DIFFUSIONSGLEICHUNG, wenn a = 0 ist,

e ciner MEMBRANGLEICHUNG, wenn o = 0 und a = 0 ist,

e ciner POISSONGLEICHUNG, wenn o = 0, a = 0 und A = [ ist.

Die partielle Differentialgleichung (I.3.1) muss mit Randbedingungen
versehen werden. Wir betrachten drei Typen von Randbedingungen

e (homogene) DIRICHLET-RANDBEDINGUNGEN: u = 0 auf I',
e (inhomogene) NEUMANN-RANDBEDINGUNGEN: n? AVu = ¢
auf I,
e GEMISCHTE DIRICHLET-NEUMANN-RANDBEDINGUNGEN:
=0 auf I'p und n?” AVu = g auf I'y.
Dabei ist g € L*(T'), TpNTx = 0 und T’ = T'p UTy. Wir werden bei
gemischten Randbedingungen stets fordern, dass I'p ein positives (d —
1)-dimensionales Maf} hat. Die Beschrankung auf homogene Dirichlet
Randdaten ist nicht wesentlich, vereinfacht aber die Darstellung.
Sei nun u € C?%() eine Losung von (I1.3.1) mit homogenen Dirichlet
Randbedingungen und v € C§°(€2). Multiplikation von (I.3.1) mit v,
Integration iiber 2 und Anwenden des Gaufischen Integralsatzes liefert

/fv—— Z /i(A-%)iji/a-%v—l—/auv
Q - 98951 lj@xj i—1 JQ zaxi QO

1<i,j<d

d
(1.3.3) _ /A..ﬂ@ / Ou /
<d Q K ax] a’L‘Z + Zzl Q @i a.’fiv * Q auv

1<i,g<

= /{VUTAVU +a-Vuv+ auv}.
Q
Da C5°(9) dicht ist in H}(Q) folgt, dass u € H () die Gleichung

(1.3.4) /{VUTAVU +a-Vuv} = / fv
Q Q

fiir alle v € H}(Q) erfiillt. Umgekehrt folgt aus (1.3.3), dass eine Lésung
von (1.3.4) die Differentialgleichung (1.3.1) erfiillt, sofern sie hinreichend
glatt, d.h. in C%(Q) ist. In diesem Sinne ist (I.3.4) zur Konvektions-
Diffusionsgleichung (1.3.1) mit homogenen Dirichlet Randbedingungen
dquivalent.

Betrachten wir in obigem Argument Funktionen v € C*°(Q), so tre-
ten in (I.3.3) zusiitzlich Randterme — [, n” AVuv auf. Erfiillt « Neu-
mann Randbedingungen, so gilt fiir diesen Randterm

—/nTAVuv: —/gv.
r r
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Wir werden daher in diesem Fall (I1.3.4) durch den zusétzlichen Term
fr gv auf der rechten Seite modifizieren. Diese Uberlegungen fiithren auf
folgende Definition.

DEFINITION 1.3.1. (1) u € H}(2) heiBt SCHWACHE LOSUNG der
Konvektions-Diffusions Gleichung mit homogenen Dirichlet-Randbe-
dingungen, wenn fiir alle v € H}(Q) gilt

/{VUTAVU—l—a-VuU—i-ozuv} :/fv.
Q Q

(2) u € HHQ) = {¢ € HY(Q) : ¢ = 0auf I'p} heilt SCHWACHE
LOsuNG der Konvektions-Diffusions Gleichung mit gemischten Rand-
bedingungen, wenn fiir alle v € H5 () gilt

/{VuTAVU+a~Vuv+auv}:/fv—i—/ gu.
Q Q r

N

(3) u € HY(Q) heift SCHWACHE LOSUNG der Konvektions-Diffusions
Gleichung mit Neumann-Randbedingungen, wenn fiir alle v € H'()
gilt

/{VUTAVU+Q~VUU+&UU} :/fv—i—/gv.
Q Q r

BEMERKUNG 1.3.2. (1) Jede klassische Losung von (I1.3.1) ist auch
eine schwache Losung. Jede schwache Losung, die zweimal stetig diffe-
renzierbar ist, ist eine klassische Losung von (I1.3.1).

(2) Fiir schwache Losungen bendtigen wir fiir die Koeffizienten nur
die Regularitiitsvoraussetzungen o € L*(2), o > 0, a € L>®(Q, RY),
A€ L>®(Q, R,

(3) Bei inhomogenen Dirichlet-Randbedingungen u = up auf I' bzw.
I'p muss in Definition 1.3.1 die Bedingung u € H} () bzw. u € H},(Q)
durch u € up + H(Q2) bzw. u € up + Hp(Q) ersetzt werden.

SATz 1.3.3 (EXISTENZ- UND EINDEUTIGKEITSSATZ FUR SCHWA-
CHE LOSUNGEN). (1) Ist —1 diva+a > 0, so besitzt die Konvektions-
Diffusionsgleichung mit homogenen Dirichlet-Randbedingungen eine
eindeutige schwache Lisung.

(2) Ist —% diva+a > 0 unda-n > 0 auf 'y, so besitzt die Konvektions-
Diffusionsgleichung mit gemischten Randbedingungen eine eindeutige
schwache Losung.

(3) Ist a > ag > 0, —%diva—i—a >0unda-n>0 aufl’, so besitzt die
Konvektions-Diffusionsgleichung mit Neumann-Randbedingungen eine
eindeutig schwache Lisung.

(4) Ist « =0, diva =0 und a-n =0 auf T sowie [, f+ [pg=0, so
besitzt die Konvektions-Diffusionsgleichung mit Neumann-Randbedin-
gungen eine eindeutige schwache Losung u mit fQ u=0.
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BEWwWEIS. Wir wenden jeweils Satz 1.2.4 (S. 19) an
AD (1): Setze

X = Hl(Q)
Y = L*(Q

iy

ao(u,v) /{VUTAVU + auv},

ai(u,v) = / a- Vuv.
Q
Aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung folgt

L)l < [ fllol[vllo
< [ fllollvll1,
|ao(u, V)| < [|Allpeluli]vfr + [laf| 2= [[ullo[|v[lo
< max{||Al| <, [l 2}l [Jv]ls,
a1 (u, v)| < la]| oo fuli][v]lo

< [lallzelullx][vllo-

Wegen o > 0 und (1.3.2) ist
ao(u,u) = /{VuTAVu + au’}
0
> Ao / Vu'Vu
Q

= AoJul;-

Wegen der Friedrichschen Ungleichung, Satz 1.1.15 (S. 12), ist also ag
koerziv. Aus dem GauBschen Integralsatz und (I.3.2) folgt schlieBlich

a(u,u) = /Q{VUTAVU +a- Vuu+ ou’}
> Nolul] + /Q{a - Vuu + au’}
= Nolul? + /Q{%a -V (u?) + au®}
= Nolul? +/{—%diva+a}u2.

Also ist wegen —= d1v a + « > 0 auch a koerziv.
AD (2): In dlesem Fall ist

X = Hp (),
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l(v):/ﬂfv—i-/rlvgv.

Die anderen Groflen d&ndern sich nicht. Aus der Cauchy-Schwarzschen
Ungleichung und dem Spursatz, Satz [.1.12 (S. 12), folgt

L)l < [[fllollvllo + llgll 2om ol 22y
< {IIfllo + cllgll 2y vl

so dass [ stetig ist. Die Koerzivitdt von ag bleibt wegen Bemerkung
[.1.16 (S. 13) erhalten. Bei der Anwendung des Gaufischen Integral-
satzes in der Abschédtzung von a(u,u) tritt der zusétzliche Randterm
fFN n - au?® auf. Wegen n - a > 0 auf 'y ist er nicht negativ, und die

Koerzivitat von a bleibt erhalten.
AD (3): Nun ist X = H'(Q2). Die anderen Griflen sind wie in (2) mit
I an Stelle von I'y. Wegen a > oy > 0 erhalten wir

ao(u, w) > Aolul? + aol|ull;
> min{ Ao, oo} ull}

und somit die Koerzivitdt von ag. Aus den Voraussetzungen und dem
Gauflschen Integralsatz folgt weiter

a(u,u) = /{VUTAVU + (a - Vu)u + au®}
0
= /{VUTAVU + %a - V(u?) + au?}
Q

1
= /{VUTAVU + (o — 5 diva)u?} + / a - nu?
0 r
> Aofuft.

Also gilt
a(u,u)=0 <= u = konstant.

Fiir konstantes u folgt aber

a(u,u) :/Q(MLQ

> avgfulf5.

Also ist a(u,u) > 0 fiir alle u € X\{0}.
AD (4): Alle Grofen sind wie in (3). Wegen o = 0 erhalten wir

ao(u, u) > Aolulj.

Hieraus und aus der Poincaréschen Ungleichung, Satz 1.1.21 (S. 15),
folgt die Koerzivitidt von ay auf

V:{goeHl(Q):/<p:0}.

Q
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Wie in (3) folgt a(u,u) > 0 fiir alle u € V\{0}. Wegen V' C X sind ay,
ai, a und [ stetig auf V. Damit liefert Satz 1.2.4 (S. 19) die Existenz
einer eindeutigen Losung u* € V von

a(u*,v) =1(v) YveV.

Wir miissen noch zeigen, dass diese Gleichung sogar fiir alle v € X gilt.
Sei dazu v € X beliebig. Setze

1
(1.3.5) mvzﬁ/v , U=0—my.

Dann ist v € V und daher
a(u*,v) —l(v) = a(u*,v) = (V) + a(u*, m,) — l(m,)
= a(u*,my,) — l(m,).
Wegen der Kompatibilitdtsbedingung an [ ist
l(m,) =0.
Mit dem GauBschen Integralsatz folgt

o, m,) = / (a- Vaym,

= _/(diva)u*mv +/a-nu*mv
Q r
= 0.

Also ist u* eine schwache Losung der Konvektios-Diffusionsgleichung.
O

BEMERKUNG 1.3.4. (1) Im Fall der Reaktions-Diffusionsgleichung,
d.h. a = 0, reduzieren sich die Voraussetzung von Satz 1.3.3 auf a >
g > 0 bei Teil (3) und auf a =0, [, f + [ g =0 bei Teil (4).

(2) Gelegentlich treten auch sog. ROBIN-RANDBEDINGUNGEN [u +
nfAVu = gr auf 'y C T auf. In diesem Fall muss [ duch fFR RV

und a¢ durch fFR Puv erginzt werden. Die Koerzivitét von ay bleibt
erhalten, wenn entweder 3 > 0 und I'p # () oder 8 > 3y > 0 ist.

Das folgende Beispiel, das wir schon in §II1.1 der Vorlesung ,, Nume-
rische Behandlung von Differentialgleichungen I“ kennen gelernt haben,
zeigt, dass wir eine Regularititsaussage der Form u € H? fiir schwache
Losungen nur unter zusétzlichen Annahmen an den Rand I' erwarten
konnen.

BEISPIEL [.3.5. Sei 0 < a < 27 und €2, das Kreissegment
Qu={z€R*: 2= (rcosp,rsing),0 <r<1,0<p < al.
Definiere die Funktion v : 2, — R durch

v(z) = rm/e sin(zgp) x = (rcosy,rsinp).
«
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Dann gilt fiir jedes x € €,
10, ov 1 0%

Aule) = oo T 3o =

0.

Sei w € C§°(R? R) mit

2 1
suppw C B(0, §) und w = 1 auf B(0, §>

Definiere
u=wv , [f=A[1l—-w)wvl.
Dann gilt
—Au=f in Q,
u=0 auf 09,.

Offensichtlich ist (1—w)v € C*(R% R) und somit f € C>(£,). Ebenso
ist u € C*°(Qy). Wegen u = v in B(0, 3) gilt aber

u ¢ C(Q,).
Wie man leicht nachrechnet gilt

u € C*Q,) <= O<oz§% Jk>1

und
D*u € L*(Q,) <= O<a<% k> 2.
Wir konnen also bei gegebenem « i.a. keine Abschétzung der Form

lullerre@,) < crllfller@a

oder

ull 2020y < I 0a)

erwarten, wie sie fiir gewohnliche Differentialgleichungen gelten wiirde.

SATZ 1.3.6 (REGULARITATSSATZ). Sei I' eine C'-Mannigfaltigkeit
oder Q konver und f € L*(2). Bei gemischten oder Neumann-Randbe-
dingungen gebe es eine Funktion u, in H*(2) mit g = vo(ug) = uglry -
Dann gilt fiir die schwache Losung u der Konvektions-Diffusionsglei-
chung mit homogenen Dirichlet- oder gemischten oder Neumann-Rand-
bedingungen die Regularititsaussage uw € H?*(Q) und die a priori Ab-
schdtzung

lulla < el Fllo + gl }.

Die Konstante ¢ hingt nur von  und den Koeffizienten o, a und A ab.

BEwEIS. J. Necas: Les Méthodes Directes en Théorie des Equati-
ons Elliptiques. Masson, 1967 oder D. Gilbarg, N.S. Trudinger: Elliptic
Partial Differential Equations of Second Order. Springer, 1983. O



KAPITEL II

Finite Element Riaume

I1.1. Eindimensionale lineare Elemente

Zur Motivation erinnern wir in diesem Paragraphen kurz an die
Ergebnisse von §I1.5 der Vorlesung ,, Numerische Behandlung von Dif-
ferentialgleichungen I“. Dort haben wir Finite Element Methoden fiir
die eindimensionale Konvektions-Reaktionsgleichung mit homogenen
Dirichlet-Randbedingungen auf {2 = (0, 1) kennen gelernt. Im Rahmen
von §1.2 ist

X = Hy((0,1)),

w=[ s
a(u,v) = /0 (A + auv).

Sei 7y ={[;:0<j<n}mit [; =[z;,z;41] und 0 =20 < 21 < ... <
Zpt1 = 1 eine Unterteilung von [0, 1] in n 4 1 Teilintervalle. Setze

hj:xj+1_xj ,OSJSH
und

h = max h;.
0<j<n

Im Rahmen von Satz [.2.1 (S. 16) setzen wir

X =515 ={p e C([0,1)) : |, € Py ¥0 < j < n,0(0) = p(1) = 0}.

Eine Basis von X}, ist gegeben durch die Funktionen vy, ..., v, mit
0 fir x < x;_; oder x > x;,1,
UZ(JZ) = I;x—jl_l fiir Ti—1 <z < Xy,
Ti41—T

iy fir x; < < x4

(vgl. Abbildung II.1.1). Das diskrete Problem
a(up,vp) = l(vy) Vup € Xp,

ist dann dquivalent zu einem linearen Gleichungssystem im R™ mit
einer symmetrischen, positiv definiten Tridiagonalmatrix.

27
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tico tic1 t;p tiy1 Tigo

ABBILDUNG II.1.1. Basisfunktion v;

Aus Satz 1.2.2 (S. 17) folgt, dass der Fehler u — wu; zwischen der
schwachen Losung u und der Finite Element Losung u, durch den
Approximationsfehler

inf |Ju—vpll
vLEXp

kontrolliert wird. In Satz I1.5.14 der Vorlesung ,, Numerische Behand-

lung von Differentialgleichungen 1 haben wir gezeigt, dass

(I1.1.1) inf |lu—wonlls < V2 inf Ju—wvply < V2h|ul,

v EXp vpEXp,

ist. Mit Satz 1.2.3 (S. 18) folgt hieraus sofort die Fehlerabschitzung
llw — uplo + hlu — unli < ch?|ul

fiir die schwache Losung u und ihre Finite Element Approximation wuy,.

Der Beweis von (II.1.1) beruhte auf der Friedrichschen Ungleichung
angewandt auf den Interpolationsfehler v — Iu. Dabei ist [hu € Xj
bestimmt durch die Interpolationsbedingungen

Lu(x) =u(z;) V0<i<n+l1.
Fassen wir noch einmal die wesentlichen Schritte zusammen:
e Konstruktion einer Unterteilung 7, von €2 in einfache Teilge-
biete.
e Konstruktion eines Finite Elemente Raumes X}, der aus ,,ein-
fachen“ Funktionen auf den Teilgebieten in 7, besteht.
e Konstruktion einer Basis von X}, die aus Funktionen mit mog-

lichst kleinem Tréger besteht.
e Abschatzung des Interpolationsfehlers.

I1.2. Bilineare Rechteckselemente

Im Folgenden bezeichnet 2 C R? ein zusammenhingendes Polygon
mit achsenparallelen Kanten. Wir betrachten zunéchst die Reaktion-
Diffusionsgleichung mit homogenen Dirichlet-Randbedingungen. Im
Rahmen von §1.2 ist gemé&f §1.3

X = H(Q)
l(v) = /va

a(u,v) = /{VUTAVU + auv}.
Q
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Sei 7j, = {K; : 1 <i < my} eine Zerlegung von €2 in achsenparal-
lele Rechtecke, so dass je zwei Rechtecke entweder disjunkt sind oder
einen Eckpunkt oder eine Kante gemeinsam haben (ZULASSIGKEIT).
Fiir K € 7, bezeichnet hi die langste Kante. Setze

h = max hy.
KeT,

Die Eckpunkte der Rechtecke bezeichnen wir mit Ny; Npq sind die
Eckpunkte im Innern von 2. Wir nummerieren zunéchst die Punkte in
N von 1 bis nj, und anschlieBend die Punkte in NV, \Nj, o, die alle auf
dem Rand T liegen, von ny, + 1 bis 715, (vgl. Abbildung I1.2.1).

22 21 20 19

18
23 1 2 3 17
24 4 ) 6 16
25 7 8 9 15

10 11 12 13 14

ABBILDUNG II.2.1. Unterteilung 7, und Nummerierung
der Punkte in N,

Sei 1 = span{l, x1, xe, 7122} der Raum aller Polynome in zwei Va-
riablen, die in jeder Variablen hochstens den Grad 1 haben. Im Rahmen
von Satz 1.2.2 (S. 17) setzen wir

Xy={peC):plx € Q1 VK € Tj,ip = 0 auf T'}.

Man iiberlegt sich leicht, dass fiir jedes achsenparallele Rechteck K und
jedes Polynom p € ); das Polynom eindeutig bestimmt wird durch sei-
ne Werte in den vier Eckpunkten von K. Da die Einschrdnkung von p
auf eine beliebige Kante von K ein lineares Polynom einer Verédnder-
lichen ist, folgt auflerdem, dass fiir je zwei achsenparallele Rechtecke
K, K,, die eine Kante E gemeinsam haben, und je zwei Polynome
P1,p2 € Ql die Funktion

4! auf K,
v D2 aung

genau dann stetig ist, wenn p; und psy in den Eckpunkten von E iiberein-
stimmen. Daher sind die Funktionen in X} eindeutig bestimmt durch
ihre Werte in den Punkten von N, q. Insbesondere ist dim X}, = ny,.
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Wir wollen nun eine Basis fiir X}, konstruieren. Sei dazu zy € N g
beliebig. Definiere zwei Funktionen einer Verdnderlichen wie in §I.1
durch

0 falls 1 < zp; — hw oder x; > zp1 + hp,
—z0,1+h
Pro(11) = ¢ T falls 21 — hy < 1 < 20,1,
20,1+hh+$1 falls 20,1 S I S 20,1 + hE
und
0 falls o < 299 — hg oder x5 > 292 + hy,
—z0,2+h
wzo (ZEQ) = T2~ 2027105 Z;;’; g falls 20,2 — hS S i) S 20,2,
ZO’QHLTNW falls 20,2 S I S 20,2 + hN.

Dabei bezeichnen hg, hw, hy, hg die Liangen der Kanten, die von zj
in die vier Himmelsrichtungen ausgehen. Offensichtlich sind die Funk-
tionen ¢,, und 1, stetig und stiickweise linear. Daher ist

UZo(x1>$2) = 9020(‘%1)1/}20(1‘2) € Xp
und

X, = span{v, : z € N o}

Man beachte, dass der Tréager von v, genau aus den vier Rechtecken
besteht, die den Knoten z gemeinsam haben.
Jedes u;, € X}, lasst sich eindeutig darstellen als

Up = § HzVz,

ZGML,Q
und es ist

p. =up(z) Vz € Nuq.
Daher ist das diskrete Problem
(1121) a(uh, Uh) = l(Uh) Yo, € Xp,

dquivalent zu einem linearen Gleichungssystem mit n;, Gleichungen
und Unbekannten. Die Unbekannten sind genau die Werte von uy, in
den Gitterpunkten. Die Matrix des LGS heifit (SYSTEM-) STEIFIG-
KEITSMATRIX. Wegen der Symmetrie von a ist die Steifigkeitsmatrix
symmetrisch. Wegen der Koerzivitit von a ist die Steifigkeitsmatrix
positiv definit. Da die Trager der Basisfunktionen v, aus jeweils vier
Rechtecken bestehen, hat die Steifigkeitsmatrix hochstens 9 von Null
verschiedene Eintrage pro Zeile, d.h., sie ist diinn besetzt.

Da die Unbekannten des zu (I1.2.1) dquivalenten LGS die Werte
von uy, in den Gitterpunkten sind, kann man (II.2.1) auch als ein Dif-
ferenzenverfahren interpretieren. Dies gibt dann auch einen Einblick in
die Struktur der Steifigkeitsmatrix.

Wir betrachten hierzu den einfachsten Spezialfall der Poissongleichung
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auf einem #dquidistanten Gitter, d.h., « = 0, A = I und alle Kanten
haben die Lange h. Fiir jedes p € 7 sind die partiellen Ableitungen

887’) und 652 offensichtlich lineare Funktionen allein der Variablen xo

bzw. x1. Daher ist fiir alle uy, v, € X}, der Ausdruck Vu{Vvh stiick-
weise von der Form ag(z1) + fy(r2) mit o, 3 € R und ¢, € Ps.
Da die eindimensionale Simpsonregel die Ordnung 3 hat, folgt aus dem
Satz von Fubini, dass ein Ausdruck der Form [, Vu] Vv, durch die
zweidimensionale Simpsonregel

I

Qp,0 = 2

2 2

,JSO 21+ = hl,Zz+ h2)

mit

= Q20
= 022
=1

Qp1 = Q10

)

=021
=012
=4,

Q11 = 16

exakt integriert wird (vgl. Beispiel I1.1.3 (3) der Vorlesung ,, Einfiihrung
in die Numerik“). Hierbei ist K ein achsenparalleles Rechteck mit Kan-
tenldngen h; und ho, und unterer linker Ecke z. Seien p € )7 und
Puy = P(21 + pha, 22 + vhy), p,v € {0,1}, die Werte von p in den Eck-
punkten von K. Dann sind die Werte von Vp in den Eckpunkten von
K gegeben durch

G ) I ()

(h1 [pl 0~ p0,0]> (h1 [pl 0~ p0,0]>
s [Po.1 — Do) s P11 —pio))
Die Werte in den restlichen Knoten obiger Quadraturformel ergeben
sich durch lineare Interpolation. Wenden wir diese Uberlegungen auf
fQ Vu:}vaz fiir alle z € N} an, so erhalten wir fiir eine Unterteilung
in Quadrate, d.h. hy = hy = h,

1

1
/ Vil Vo, = S S Bijun(ar + ih, 2 + jh)
Q

i=—1j=—1
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mit
8
Boo = 3

1

ﬁu,u - —g V(,U, l/) 7£ (0,0)

Dies liefert die gewiinschte Darstellung der linken Seite von (I1.2.1) als
Differenzenverfahren.

Sei nun u € H} () die eindeutige schwache Losung der Reaktions-
Diffusions Gleichung und u;, € X} die eindeutige Losung von (I1.2.1).
Geméafl Satz 1.2.2 (S. 17) kann der Fehler |u — uy|; durch den Ap-

proximationsfehler in)f( |u — vp|; abgeschétzt werden. Um diesen Ap-
VRLEXp

proximationsfehler zu kontrollieren, betrachten wir wie in §II.1 einen
geeigneten Interpolationsoperator I, : C(2) — Xj,. Dieser ist definiert
durch

L e X, und (Lu)(z) =u(z) VzeN,
oder dquivalent

Ihyu = Z u(2)v,.

ZENh@

SATz 11.2.1. Fiir alle v € H} () N H?(Q) gilt die Interpolationsfeh-
lerabschdtzung

o= Tuoly < —fol
v — I —|vls.

hU1 < N 2

BEWEIS. Sei zunéichst A > 0 und i), : C([0, k], R) — P; der lineare
Interpolationsoperator in den Punkten 0 und A. Mit dem Hauptsatz der

Differential- und Integralrechnung und partieller Integration erhalten
wir fiir alle ¢ € C?([0, 2], R) und alle t € R

und

h

— (k) — (h— 1) (t) — / (h — 5)4"(5)ds.

t
Multiplikation der ersten Gleichung mit % und der zweiten Gleichung
mit % und anschliefende Addition der resultierenden Gleichungen lie-
fert

4ot h
(I1.2.2)  o(t) = inp(t) + % i ¢'(s)ds — %/t ¢'(s)ds
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. h—t [* " t " "
(I1.2.3) =ipp(t) — —— [ s¢"(s)ds—— [ (h—s)¢"(s)ds
hJo h Ji
Sei nun v € C§°(2) und K ein achsenparalleles Rechteck mit Kan-
tenldngen hy; und ho. Durch Translation des Koordinatensystems kon-
nen wir erreichen, dass o.E. K = [0,h] x [0, hy] ist. Anwenden der
Gleichung (I1.2.3) auf die Variable x liefert fiir alle (z,y) € K

v(@,y) = (inv(, ) (@)

hl—l' * (92
T / smv(s,y)ds

h1 32

— L = ) et s,

Wenden wir Gleichung (I1.2.2) fiir festes x auf die Variable y und
o(y) = (ipv(.,y))(z) an, erhalten wir weiter

(o)) = {222 0,0) + ;72“(0 Do)

h2
/a 0.0

Y
h ), ayv(() t)dt}

he —y

v(hy,0) + h—U(hb hs)

h2—y/ —v h1

Yy
—v(hy, t)dt
h2y yv(h) }

hg—y Y0
hy 0 8y

il T

= Lw(z,y) + v(0,t)dt

ho

Y 0
s 8yv(0’ t)dt

$h2—y 0 0
c2hed (00 2o

x 2 9 0
—h—lyhz/y {a_yv(hla) oy v(0, t)}dt'

Da fiir alle t € [0, hs]

0 0 52
a_yv(hlvt) - a_yv(ovt) - 0 axay

v(s,t)ds
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ist, erhalten wir insgesamt die Darstellung

_ Yy ha
v(z,y) = In(z,y) + e y/ 2U(O t)dt — 4 2U(O t)dt
0

ho dy ho oy
;:th_y/ /h1 8:(32y (s,t)dsdt
_hﬁlh% ) Erew (9 v(s,t)dsdt
_hz?” 1;imgw@
[ = 5y Zets s

Differentiation bzgl. x liefert

8 1 h 4 hg -y 82
8x(v — Ly)(z,y) = —/ / n 8x8yv(s’t)d8dt
hi  pha o2
/ (s,t)dsdt

ha axay
+ h_1 sﬁv(s y)ds
1 hi1 2
T (h1 — 8)@“(&@@
_ L MK@) %(tMﬁ
"t Sy TV azay
1 (M 0%v
+h_1 Ko (s, x)a 2(5 y)ds

mit

My i 0 <t <
R

—h% firy <t < hy

Kols,z) = s fir0<s<uzx
S —(hy —s) firz<s<h.

Quadrieren dieser Identitdt und Anwenden der Cauchy-Schwarzschen
Ungleichung ergibt

rﬁw—mm@yn

h1 ho hi ha 82
_h2 / |K1ty|dsdt// st|dsdt
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2 (M 9%y
s [ Kt Pds [ s s
% Jy o o

Integration iiber K liefert

/ \— v—[hv]
h1 ho h1 ha ) (921) )
/ | [ e dsdtdxdyr|878y||Lz<K)
h1

h1
—|— — / | Ko (s, 2)? dsd:z:” HLz

Offensichthch ist

2 h1 ho h1 ho
—2/ / / / | K\ (t, y)|*dsdtdxzdy
hiJo Jo Jo Jo
ha  [he
= 2/ / |[K1(t,y)|*dtdy
o Jo

ho 1 )
=2/0 h—%y(hz—y) hg(ha y)y“dy

2 [
=5 ylha—y)dy
2J0
1
= §h%
und
hi pha
h2/ / | Ko (s, 2)|*dsdx
h
1, 1
h2 gxd + 3(h1 —z)3dz
2 r1
3h2{4h§l * hil}
Insgesamt haben wir also die Abschéitzung

2 2
0*v hl”

H8_< IhU)HLQ(K > 2“8 8 HL 2(g) T or 2HL2

h2 Pv
< 5 { e P + N g o -

Vertauschen wir die Rollen von z und y, so erhalten wir mit der gleichen
Rechnung
v, v }

0 7 < h?
I, @ = )l < 55 o + 155 e
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Addition dieser beiden Abschéatzungen und Summation iiber alle Recht-
ecke beweist wegen

0*v 0*v 0%
2 _ 19124 9 2 1972
|U|2 ||8I2||0+ ||a$ay||0+ ||8y2||0
und Definition 1.1.9 (S. 11) die Behauptung. O

Aus Satz 1.2.2 (S. 17), Satz 1.2.3 (S. 18), Satz 1.3.6 (S. 26) und Satz
I1.2.1 folgt unmittelbar die folgende Fehlerabschiatzung.

SATz 11.2.2. Seien u € HY(Q) die schwache Lisung der Reaktions-
Diffusionsgleichung mit homogenen Dirichlet-Randbedingungen und uy,
€ X, die Lisung des diskreten Problems (I1.2.1). Es sei u € H?().
Dann gilt

|u — uply < crhluls.
Ist Q) zusdtzlich konvex, so ist
lu = unllo < c2h®|ulo.

Die Konstanten c; und co hdngen nur von S und den Koeffizienten o

und A ab.

BEMERKUNG I1.2.3. (1) Bei inhomogenen Dirichlet-Randbedingun-
gen u = up auf I' sucht man die Losung wuy, von (I1.2.1) statt in X}, in
Iyup + X3, d.h. man setzt uy in der Form

up = Z [, + Z up(z)v,

zENh,Q ZeNh\Nh,Q

mit unbekannten Koeffizienten p, an. Satz 11.2.2 bleibt giiltig.

(2) Bei gemischten oder Neumann-Randbedingungen muss man analog
zu Definition 1.3.1 (S. 22) die rechte Seite von (I1.2.1) durch fFN gu
ergénzen. Satz 11.2.2 bleibt giiltig.

(3) Unter den Voraussetzungen von Satz 1.3.3 (S. 22) gilt Satz 11.2.2
auch fiir Konvektions-Diffusionsgleichungen (die Bilinearform a muss
natiirlich wie in §1.3 beschrieben angepasst werden). Die Konstanten
¢y und ¢y verhalten sich dann im wesentlichen wie

Ayt max{|| Al 1<, [|all oo, [|ev]| o< },

wobei A ist wie in Gleichung (I1.3.2). Fiir Diffusions-dominante Pro-
bleme, d.h. ||a||p=~ ~ [|A||L= ~ Ao, ist diese Abschéitzung gut. Fiir
Konvektions-dominante Probleme, d.h. [[A||z= ~ Ay < |la]/p~, ist
sie dagegen unbrauchbar. Auflerdem entspricht die Diskretisierung in
(I1.2.1) einer zentralen Differenzendiskretisierung des Konvektionster-
mes a - Vu. Daher treten bei der numerischen Losung u; unphysika-
lische Oszillationen auf, wenn die PECLET-ZAHL A, *'||al/z=h grof ist.
Im néchsten Paragraphen beschreiben wir fiir diesen Fall eine Modifi-
kation von (I1.2.1), die die genannten Schwierigkeiten vermeidet und
die auch auf Rechteckselemente angewendet werden kann (vgl. (I1.3.5)

und Satz I1.3.5 (S. 46) und folgende).
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I1.3. Lineare Dreieckselemente

Im Folgenden bezeichnet | - | die euklidische Norm auf dem R? und
|.llz die zugehorige Matrixnorm. Q C R? ist ein offenes, beschriinktes,
zusammenhédngendes Gebiet mit polygonalem Rand I'. Wie in §I1.2
betrachten wir zunédchst die Reaktions-Diffusionsgleichung mit homo-
genen Dirichlet-Randbedingungen und setzen im Rahmen von §1.2

X = H;(Q),

1) = | fo.

a(u,v) = /{VuTAVv + auv}.
Q

Sei 7, = {K; : 1 < i < my} eine Unterteilung von € in Dreiecke,
derart dass je zwei Dreiecke entweder disjunkt sind oder einen Eck-
punkt oder eine Kante gemeinsam haben (ZULASSIGKEIT). Fiir jedes
K € T, bezeichnen wir mit hx den Durchmesser von K und mit px den
Durchmesser des gréfiten in K eingeschriebenen Kreises. Die Dreiecke
sollen vergleichbare Grofle haben, d.h. Z—If soll unabhéngig von K und h
durch eine Konstante ¢ nach oben beschrénkt sein (REGULARITAT).
Dies ist dquivalent zu der Bedingung, dass der kleinste Winkel aller
Dreiecke gleichméBig von Null weg beschrinkt sein soll (WINKELBE-
DINGUNG). Setze

h = max hy.
KeTy,

Fiir K € 7}, bezeichnen wir die Eckpunkte mit zx 1, ..., 2k 3. Dabei soll
aus praktischen Griinden die Nummerierung so sein, dass der Rand
von K im mathematisch positiven Sinn durchlaufen wird, wenn die
zr; in aufsteigender Reihenfolge durchlaufen werden. Die Menge aller
Eckpunkte der Dreiecke bezeichnen wir wieder mit N,; N, q sind wieder
die Eckpunkte im Innern von . Wir numerieren die Punkte in NV, g
zunichst von 1 bis nj;, und anschliefend die Punkte in /\/’h\/\/h,g, die auf
dem Rand I' liegen, von ny + 1 bis ny,.
Im Rahmen von Satz 1.2.2 (S. 17) setzen wir

X, ={peC):¢lx €P,VK € Tj,o = 0 auf I'}.

Da eine Ebene im R? durch drei nicht kolineare Punkte eindeutig be-
stimmt ist, ist fiir jedes K € 7, und jedes p € P; das Polynom p
eindeutig bestimmt durch seine Werte in den drei Eckpunkten von K.
Da die Einschrinkung von p auf eine beliebige Kante eine lineare Funk-
tion einer Verédnderlichen ist, folgt aulerdem, dass fiir je zwei Dreiecke
Ky, Ky, die eine Kante E gemeinsam haben, und fiir je zwei Polynome
p1, p2 € Py die Funktion

_)m auf K3
B py  auf Ko
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genau dann stetig ist, wenn p; und ps in den Eckpunkten von E iiberein-
stimmen. Daher sind die Funktionen in X} eindeutig bestimmt durch
ihre Werte in den Punkten von N, . Insbesondere ist

dlth = Nnp.

Wir wollen nun eine Basis fiir X, konstruieren. Sei dazu K € 7,
beliebig. Fiir i € {1, 2,3} definieren wir die Funktion Ax,; durch

_ det(2kit1 — @, ZKit2 — 2K,i41)

11.3.1 Ak,i(x) = '
( ) i) det(zx,iv1 — 2K, ZK,it2 — 2K.i)

Dabei sind die Indizes ¢ + 1 und 7 + 2 modulo 3 zu interpretieren, d.h.
4 1,5 < 2 usw.. Die Funktionen Ag, ..., Ak 3 heiflen die SCHWER-
PUNKTSKOORDINATEN von K . Sie haben offensichtlich folgende Ei-
genschaften

Aii € Py,
(11.3.2) Aki(zk) = 0ij)
Ak + Ak + Aks =1
Man beachte, dass 5 det(zx ;11 — 2k, 2K,iv2 — 2k,) fiir alle ¢ € {1,2,3}

die Flache von K angibt.
Fiir beliebiges 2z € N, definieren wir

wZ:UK

KeT,
zeK

und

fall
vz(a:):{o alls © € w,,

Agi(z) fallsz € K Cw, und 2z = zg ;.

Offensichtlich sind die Funktionen v, stetig, stiickweise linear, haben
den Wert 1 im Punkt z und verschwinden in allen anderen Punkten
von Nj,. Daher ist
X, = spanfv, : 2 € N}, }.
Man beachte, dass w, genau aus den Dreiecken besteht, die den Punkt
z als Eckpunkt haben. Die Funktionen v, heiflen NODALE BASIS von
X,
Jedes uy, € X}, lasst sich eindeutig darstellen als

Up = Z M2V

ZGNh
und es ist
ey = up(2).
Daher ist das diskrete Problem
(I1.3.3) a(up,vp) = l(up) Yo, € Xp
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dquivalent zu einem linearen Gleichungssystem mit n;, Gleichungen und
Unbekannten. Wie in §I1.2 ist die Steifigkeitsmatrix symmetrisch, po-
sitiv definit und diinn besetzt.

ABBILDUNG II.3.1. Courant-Triangulierung

Da die Unbekannten des zu (I1.3.3) dquivalenten LGS die Werte
von uy, in den Gitterpunkten A, sind, kann (I1.3.3) wieder als ein Dif-
ferenzenverfahren interpretiert werden. Um einen Eindruck iiber die
Struktur dieses Differenzenverfahrens zu erhalten, betrachten wir den
einfachsten Spezialfall der Poisson Gleichung auf einer sog. COURANT-
TRIANGULIERUNG (vgl. Abbildung I1.3.1). Diese besteht aus gleich-
schenklig rechtwinkligen Dreiecken mit Katheten der Lange h parallel
zu den Koordinatenachsen und Hypotenusen parallel zu einer festen
Richtung (dies ist entweder die Winkelhalbierende des 1. und 3. Qua-
dranten oder diejenige des 2. und 4. Quadranten). Seien K ein Dreieck
der Triangulierung und wy, v, € X;,. Man iiberlegt sich leicht, dass der
Ausdruck [, Vuj Vu, translations- und rotationsinvariant ist. Daher
ist K o.E. das Dreieck mit den Eckpunkten z; = (0,0), z2 = (h,0) und
z3 = (0, h). Setze u; = up(z;), vi = vp(z;). Da uy, und vy, linear sind,
sind ihre Gradienten konstant auf K und haben den Wert

(U2 — ua) p(v2 —v1)
Vu, — 2 — Uy R 2= V1)
w= (i) v
Dabher ist
1
/ Vui Vuy, = 5{(u2 —u1)(v2 — v1) + (us — wr) (v — v1) }.

K
Hieraus folgt mit leichter Rechnung, dass die linke Seite von (I1.3.3)
dem Differenzenschema

dup(2) — up(z + hey) — up(z — hey) — up(z + heg) — up(z — hey)

entspricht. Dabei ist z € N}, o beliebig, und ey, e5 sind die kanonischen
Einheitsvektoren des R2.

Zur Abschéatzung des Fehlers der Finite Element Diskretisierung
(I1.3.3) definieren wir wie in §I1.2 einen Interpolationsoperator I :
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C(Q) — X}, durch
Iy € Xy und (Lu)(z) =u(z) Vz € Nug

oder dquivalent

Iy = Z u(2)v,.

zGNhyg
Bei Eler Analyse des Interpolationsfehlers spielt das REFERENZELE-
MENT K mit den Eckpunkten (0,0), (1,0), (0,1) eine ausgezeichnete
Rolle. Jedes K € 7}, ist AFFIN AQUIVALENT zu K. D.h.; es gibt eine

regulire Matrix Bx € R?**2 und einen Vektor bx € R2?, so dass die
affine Transformation

Fr : R* - R?

I1.3.4

das Dreieck K bijektiv auf das Dreieck K abbildet. O.E. kénnen wir
dabei annehmen, dass Fx orientierungstreu ist.

Wir schétzen zunédchst den Interpolationsfehler auf dem Referenz-
element ab.

SATZ 11.3.1. Bezeichne mit 7 : C’(f() — Py den linearen Interpola-

tionsoperator zu den Eckpunkten von K. Dann gilt fiir alle v € HQ(K)
die Fehlerabschditzung

[V = ]y < 2.5[0] oy
BEWEIS. GemiiB Bemerkung 1.1.20(5) (S. 15) gilt H2(K) — C(K).
Daher ist 7o fiir v € H*(K) wohldefiniert. Da gem#$ Satz 1.1.6(2) (S.

9) C=(K) dicht ist in H2(K), reicht es, ein beliebiges v € C™(K) zu
betrachten. Da 7v linear ist, ist V(7v) konstant und

. v(1,0) —v(0,0)
V(#v) = (v(o, 1) — v(o,())) '

Fiir beliebiges (z,y) € K gilt daher
0 (0,9) = 2 (70) () = 2 (2,) — {0(1,0) — v(0,0)}
81‘ .’E,y (9:1:' v xay _8x xay v 9 v 9

= g—;}(;p,y) — /01 %(S,O)ds
:/Ol{g—;)(x,y) - %@,0)}@
{

_/1@ v
0

o (@) = 5 (s,) fds

+ /Ox{%(s,y) — %(s,O)}ds
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Low ov
+/ﬂ; {%(l',y) - %(% 1- S)}dS
Lrov ov
+/ {am(x,l — ) — %(5,1 - s)}ds
ov ov
+/ {a (5,1—s) — %(3,0)}@
/ / (0,y)dods
/ / :an (s,t)dtds
/ - amay (x t)dtds
2
— / %(a, 1 — s)dods
L oples g2,
+/x /0 020y (s,t)dtds
5
i=1

Quadrieren und Integrieren dieser Gleichung liefert wegen der Cauchy-
Schwarzschen Ungleichung fiir endliche Summen die Abschéatzung

2
e /!——— )

|57

Mit Hilfe der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung fiir Integrale kénnen
die Ausdriicke [, |I;]* wie folgt abgeschétzt werden:

/K|]1|2S/A /I/mdods / /ya 2 (0.) | dods |
< [ {5 /\a (0.9)["do’}
§§/0/0 /|—(g,y)\2dadxdy
%/Ol/ol_y/o1 y}g: (0,9) | dodzdy

1
§H@HL2(K)

IA

IA
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9 4 Yy /x/y 821} 9
/K|12| g/K{/O /0 dtds }{ ] a0 dtds }

1 -z T Y92 )

—/0 /0 {xy/o /0 |8w8y(8’t)| dtds}dyda:
L oplea 1l oplea g2 )

g/o /0 /o /0 ‘&an(s,t)‘ dtdsdydz

2

0%v
0x0y Il L2(K)

1 Y 1 Y 821) 9
2
/K|13| g/K{/ \/lsdt\ds}{/x ‘/18|8xay(x,t)| dt|ds}
L oplee g2, )
S/K{/x /0 ‘m(x,t)‘ dtds}
1 oplew 1l plee g2 )
—/0 /0 /0 /0 ‘axay(x,t)‘ dtdsdydx
J*v |2
< §Hax—ay||L2(f<)
1 s 1 s 92
/ﬂﬁg[{/ / dads}{/ /}%(a,l—s)fdads}
K K T Jz T Jz
- 1 L [ 9% )
_/1%{5(1—33)/0 /ﬁ {@(a,t)}dadt}
1 Lot 0% 2
Sﬁ/fe/o /0 |@(U,t)} dodt

- 1,,0%0 2
= ZH@HH(K)

1 1—s 1 1—s 82,0 9
2
/Kug,| g/K{/ /0 dtds}{/x /0 |axay(s,t)] dtds}
B 1 ) 1 1—s 827) 9
_/1%{5(1—33) L /0 |Gy ) dtds
1 1 1—s 822} 9
Sé/}‘{/o /0 ‘ax—ay(s,t)} dtds

1
<3l
2

_Hﬂuz A
4" Qx oy L2 )

Insgesamt ergibt sich

IN

g - 3, 0% 5, 0%v
”%(U—WU)H;([A@ 5{1“@”?2@()—#Z—JLHMH;(R)}

0*v 0% v
< z{H@Hiz(m + ”ax—ayHi?(m}‘
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Vertauschen wir die Rollen von x und y erhalten wir mit den gleichen
Argumenten die Abschéitzung

0 . 5,0 0%v
Ha_y(v - 7T'U)H;(f() < Z{Hg_?ﬁ“i?([() + Hax—ay”;(m}
Hieraus folgt die Behauptung. O

Als niichstes schiitzen wir die Spektralnormen ||Bg ||z und || Bg'||.
der Transformationsmatrizen in (I1.3.4) ab.

Satz 11.3.2. Fir jedes K € Ty, gilt fiir die Matriz Bg aus (11.3.4)
2+2 V2
2

| Bkllc < hi  |IBg'lle < —.
PK

BEWEIS. Bezeichne mit hz und p; den Durchmesser von K und
des groBiten, in K eingeschriebenen Kreises. Eine leichte Rechnung lie-

fert

hf(:\/g , pf(=2—\/§.
Sei nun z € R? mit |2| = p; beliebig. Dann gibt es Punkte #,9 € K
mit # — g =2 Da Fx: K - K bijektiv ist, folgt

|Biz| = [Fk (&) — Fr(9)| < hk.
Also ist

Vertauschen der Rollen von K und K liefert

1B < M~ V2
PK PK

g

Durch Transformation auf das Referenzelement kénnen wir jetzt
den Interpolationsfehler auf einem beliebigen Dreieck K € 7, und da-
mit auf ganz 2 abschétzen.

SATZ 11.3.3. (1) Fiir jedes K € T;, und jedes v € H*(K) gilt
2

|’U — IhU|H1(K) S 105—K|’U|H2(K)
PK
(2) Fliir jedes v € H}(2) N H?(Y) gilt
|v — Iyv|; < 10.5¢rh|v|s.

BEWEIS. AD (1): Seien K € 7, und v € H*(K) beliebig. Mit der
affinen Transformation F : K — K aus (I1.3.4) definieren wir

?A):UOFK.
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Dann folgt
Iyv = (70) o Fl.

Der Transformationssatz liefert daher

0~ Lo ey = /K 1D(0 — 1) 2 e
_ / 1D([6 — 7] 0 Fie) 2 s 0
K
— /K IR D@ — #9)] 0 Fie | o g
< /K I B BP0 — #0)] 0 Fie |2 e s

— | det B || BRI /K 1D — #8)||2 g g

= | det Brc|[| By 1210 — 70171 4.

Ebenso ergibt sich
oy = [ 1700 a5
K
= [ ID*(00 Fi)lfge
K
- /K 11D%] o Fic(Bice, Bic:)|[2qgs
< [ NBRIEID] o Ficllgesse

— 1Bl et Bl [ D0l
= || Bxllz| det Br| ™ vl3p2 -
Aus diesen Abschétzungen und den Sétzen 11.3.1 und I1.3.2 folgt
0 = Invla ) < [ det B2 B2l o = 70 g1 1y
< 2.5 det By |"?|| B!l 2|01 ety
< 25| B! | 1 Brell 2 v 12 1)

2 2)?2 h?
< 25&@&‘@’[{2(]{)
4 PK
5 h2.
S —(4 —|— 3\/5)—|’U|H2(K)
4 PK

Wegen %(4 + 3\/5) < 10.5 folgt hieraus die Behauptung.

hi
AD (2): Folgt h = h der = — 1) durch
(2): Folgt wegen max hg und ey = max o aus (1) durc

Quadrieren und Aufsummieren. O
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Aus Satz 1.2.2 (S. 17), Satz 1.2.3 (S. 18), Satz 1.3.6 (S. 26) und Satz
I1.3.3 folgt unmittelbar die folgende Fehlerabschétzung.

SATz 11.3.4. Seien u € H}(Q) die schwache Lisung der Reaktions-
Diffusionsgleichung mit homogenen Dirichlet-Randbedingungen und uy,
€ Xj, die Losung von (11.3.4). Es sei u € H*(Q). Dann gilt die Fehler-
abschdtzung

lu — uply < crhluls.
Ist zusdtzlich  konvex, so ist
lu = unllo < c2h®|ulo.

Die Konstanten ¢ und co hdngen nur von cr, 2 und den Koeffizienten
a und A ab.

Bemerkung 11.2.3 (S. 36) zur Behandlung von inhomogenen Dirich-
let-Randbedingungen, von gemischten und Neumann-Randbedingun-
gen und von Konvektions-Diffusionsgleichungen iibertragt sich direkt
auf die vorliegende Diskretisierung. Insbesondere treten im Konvek-
tions-dominanten Fall Schwierigkeiten durch die zentrale Differenzen-
diskretisierung des Konvektionstermes auf.

Im Folgenden wollen wir ein Verfahren beschreiben, das diese Pro-
bleme vermeidet und im Konvektions-dominanten wie im Diffusions-
dominanten Fall gute Ergebnisse liefert. Dieses Verfahren firmiert in der
Literatur unter den Bezeichnungen STROMLINIEN-DIFFUSIONS ME-
THODE (englisch STREAMLINE-DIFFUSION FINITE ELEMENT METHOD,
kurz SDFEM ) bzw. STREAMLINE UPWIND PETROV-GALERKIN VER-
FAHREN, kurz SUPG. Fiir die Darstellung des zugrunde liegenden
Prinzips beschrianken wir uns auf den einfachsten Spezialfall konstanter
Koeffizienten A = I, a € R*\{0}, @ = 0 und homogener Dirichlet-
Randbedingungen. Dabei ist die Skalierung so gewahlt, dass

laj]=1 und O0<e<x1

ist. Andere Randbedingungen und variable Koeffizienten werden im
Prinzip genauso behandelt, erfordern aber grofleren technischen Auf-
wand.

Im Rahmen von Satz 1.2.1 (S. 16) ist jetzt

X = HY(Q),
o[
a(u,v) = /Q{€VUTVU +a - Vuv}.

Der diskrete Raum X, ist wie in (II.3.3). Wir definieren auf X, eine
gitterabhéngige Bilinearform ay, eine Linearform [, und eine Norm |-|;
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durch
an(un, vn) = alup, v) + Y 5K/ a - Vupa - Vg,
KeT, K
lh(uh) = l(Uh> -+ Z 5]{/ fa . Vvh,
KeT, K

1/2
funlin = {elunl? + D dxlla- VunllZag b -
KeT,

Das neue diskrete Problem lautet dann
(1135) ah(uh, Uh) = lh(Uh) Yo, € Xp.

Dabei sind die dx nicht negative Parameter, die wir spéter bestimmen
werden. Die dx-Terme werden eine zusétzliche Stabilisierung ergeben.
Der zusétzliche Term in a; entspricht einer Diskretisierung von —%u.
Daher wird eine zusétzliche Diffusion in Stromrichtung eingefiihrt. Ins-
besondere kann man erhoffen, dass senkrecht zu der Stromrichtung kei-
ne kiinstliche Diffusion, d.h. kein Verschmieren auftritt. Formal kann
man sich vorstellen, dass die Konvektions-Diffusions Gleichung statt
mit vy, mit v, + > ker, 0xa - Vuy, getestet wird. Daher sind im allge-
meinen Fall noch zusétzliche Terme der Form

Z 5}(/ {=div(AVuy) + aup}ta - Vo,
KeT, K

in a; aufzunehmen.
SATz 11.3.5. Die Bilinearform ay, ist koerziv bzgl. |- |1, d.h.
ap(up, up) > |uh|ih Yuy, € Xp,.

BEWEIS. Aus dem Beweis von Satz 1.3.6(1) (S. 26) ergibt sich fur
den aktuellen Spezialfall die Abschétzung

a(v,v) > elv]] Yo € Hi(Q).

Hieraus und aus der Definition von a; und | - |1, folgt sofort die Be-
hauptung. O

BEMERKUNG I1.3.6. (1) Aus Satz I1.3.5 folgt, dass das diskrete
Problem (I1.3.5) eindeutig l6sbar ist.
(2) Satz I1.3.5 benétigt aufler der Annahme dx > 0 keine weiteren
Voraussetzungen an die 0.
(3) Im allgemeinen Fall bleibt Satz 11.3.5 giiltig, wenn wie in Satz 1.3.6

(S. 26) —Ldiva+a > 0 und hgh|| Al ey < 1 ist.

Fiir die Fehlerabschiatzung der Diskretisierung (I1.3.5) bendtigen
wir eine Abschiitzung der L?-Norm des Interpolationsfehlers.
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SaTz 11.3.7. (1) Fir alle v e H2(K) gilt

lo = 70l 2y < VIO o)
(2) Fiir alle K € T, und alle v € HQ(K) gilt
v = Inv| 2y < 10R5 0] 2y
BEWEIS. AD (1): Wie im Beweis von Satz I1.3.1 geniigt es, Funk-

tionen v € C®(K) zu betrachten. Sei (z,y) € K beliebig. Wegen
v(0,0) = (7v)(0,0) gilt

(v = 7v)(2,y) = (v = 70)(2,y) = (v = 7)(z,0)
+ (v — 7v)(z,0) — (v — 70)(0,0)

Quadrieren und Integrieren iiber K dieser Gleichung liefert mit der
Cauchy-Schwarzschen Ungleichung fiir endliche Summen

3
~ 2 2
o= vl <33 [ 12

Mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung fiir Integrale erhalten wir
fiir die ersten beiden Summanden

[ <[y 150wl
I3 &7 Jo 'Oy
1 1—x 1—x 8 9
< y/ — (v —7v)(x,t)| dtdydx
L[ o] Ige-meol

J .
< 3l - 7

/f([%g/ /|axv—7rv sy|ds

< 5”%(” = 70) i
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Bei der Abschétzung des dritten Summanden beachten wir, dass

0?
920y (7v) =0

ist, da v € Py ist. Das liefert

x Yy 621]
Afgg/my/ / ‘Way(s,t)‘thds
1-z
/xy// ‘axa s,t)}zdtds
1-x
L N

(1 —x)*dz

—Mwﬂpm/Q

- ﬂ“axaynﬂ(k)‘

Aus diesen Abschatzungen und dem Beweis von Satz 11.3.1 folgt insge-
samt

3 T 3 T
5\\&5 v =70y + 505, 0 = Aay
_”axayHL?(k
45 0% 45 0%
< gllggllem + 5 lgelew
75
* ( 4 )H8x8y||L2
< 10|U|H2(K

AD (2): Wir gehen wir im Beweis von Satz 11.3.3 vor und erhalten mit
Teil (1) und 0 = v o Fg

v — Iyv|| p2(xy = | det By |V2]|0 — 70| 12 (i)
< |det Bx|'*v 10[0] gy
< V10| B |2 |v]m2x)
< \/—( + \/_)

hzclv| a2 )
O

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir jetzt eine Fehlerabschét-
zung fiir die Diskretisierung (I11.3.5) beweisen.
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SATz 11.3.8. Seiu € H}(Q) die Lisung der Konvektions-Diffusions-
gleichung mit A = €I, a € R?, |a| = 1, a = 0 und homogenen Dirichlet-
Randbedingungen und uy, € Xy, die Losung der SDFEM Diskretisierung
(I1.3.5). Es sei u € H*(Q). Dann gilt die Fehlerabschitzung

1/2
| — up|1p < 32.5(:7{ > [%6k + el + Sxchi + 05 hi] |u\§12(K)} .

KeTy,
Dabei st
hi
c7 = max —.
KeT, pK
Die Fehlerabschdtzung ist optimal fiir die Wahl
h2
O = K

Ve +hy
BEWEIS. Wegen der Dreiecksungleichung gilt
lu — up|in < Ju— Ihul|in + [ Inw — uplin.
Aus Satz 11.3.3 folgt
1/2
|u - Ihu|17h S 10507’{ Z (5 + 5K)h%<|u|%lz([()} .

KeT,

Setze zur Abkiirzung wy, = uy — Inu. Aus Satz 11.3.5 folgt
lwh|1n < an(wp, wy) = ap(u — Iyu, wp) + ap(up — w, wy).

Da u € H?(R) ist, folgt aus der Definition von ay, [, und (I1.3.5)
ap(up, — u,wy) = Uy (wy) — ap(u, wy)

= l(wy) + Z 5K/Kfah'vwh

KeTy,

—a(u,wp) — Z §K/ a - Vua - Vwy,

KeT, K
KeT,, K
= Z 5K/ {—5Au}a-th
KET, K
S Z 55K|U|H2(K)Haf . th||L2(K)
KETh
1/2
KETh

Hierbei haben wir die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung zunéchst fiir
Integrale und danach fiir endliche Summen ausgenutzt. Mittels parti-
eller Integration fiir den Konvektionsterm erhalten wir mit Satz 11.3.3
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und Satz I1.3.7 weiterhin

an(u — Ihu, wp)

:&t/V(u—[hu)Tth—i—/a-V(u—Ihu)wh
0 0

+ 5K/ a-V(u—Iyu)a- Vuwy,
K
h

= 8/ V(u — )" Vwy, — / a - Vwy(u— IThu)
Q Q

+ Z 51{/ a-V(u— Iy)a- Vwy,

KeTy, K

< elu— Dulilwsli + Y llu— Il lla - Vw2

KeT,
+ > dxlla V(u— Iy 2o lla - Vw2
KeT,
< 2|wh]1,h{ Z [8 + 5K]|u - Ihuﬁp(K)
KeTy,
B 1/2
+ 3 05— Il
KeTy,
S 2|wh]1’h{ Z [6 + (5K]1052C%—h§(|u|%{2(1<)
KeTy,
—1 4 2 1/2
+ ) o 1OOhK|u|H2(K)}
KeT,
2 1,2 2 1/2
<2 10.5cf|wh\1,h{ > hile+ 6k + 0 hK]|u|H2(K)} .
KeT,

Aus den letzten beiden Abschétzungen folgt wegen cr > 1
|Uh - Ih,u|1,h = |wh|1,h

2 2 —174 2 2 1/2
KeTy,

Zusammen mit der bereits bewiesenen Abschétzung fiir |u — Iyuly s
folgt hieraus die Fehlerabschétzung fiir |u — up|; 5. Offensichtlich ist sie
optimal, wenn die dx-Terme und die §;'-Terme gleich sind. Hieraus
folgt die Behauptung iiber die optimale Wahl von . U

BEMERKUNG 11.3.9. Es gilt 6x ~ hg, wenn € < hg ist. In diesem
Fall liefert Satz I1.3.8 eine optimale Fehlerabschétzung der Form

la -V (u—wun)llo < chluly
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in Stromrichtung. Im Fall hx < e, in dem auch die Diskretisierung
(I1.3.3) gut funktioniert, ist d ~ h%e~!, und Satz I1.3.8 liefert eine
Fehlerabschéatzung der Form

|U - uhll S Ch’u|27

die vergleichbar ist zu derjenigen von Satz I1.3.4.

I1.4. Finite Elemente hoherer Ordnung

In diesem Paragraphen verallgemeinern wir die Vorgehensweise der
§8I1.2 und I1.3. Dabei ist d € {2,3} und Q C R? ein offenes, be-
schrianktes, zusammenhéngendes Polyedergebiet, d.h. der Rand I" von
Q) besteht stiickweise aus Hyperebenen.

Die Grundidee ist folgende:

e Unterteile 2 in Teilgebiete Ky, ..., K,,, mit einfacher geome-
trischer Struktur. In §I1.2 waren dies Rechtecke, in §I1.3 Drei-
ecke.

e Approximiere die Sobolevriume W#?(Q) durch endlich dimen-
sionale Rdume X}, so dass jedes v € X, eingeschréankt auf ein
beliebiges Element K; eine einfache Struktur hat. In §11.2 wa-
ren dies die bilinearen Polynome in (), in §I1.3 die linearen
Polynome in P;.

e Konstruiere eine Basis von X}, so dass jede Basisfunktion eine
einfache Struktur und einen kleinen Tréager hat. In §§11.2 und
I1.3 waren die Basisfunktionen die stetigen, stiickweise bilinea-
ren bzw. linearen Funktionen, die in einem Elementeckpunkt
den Wert 1 haben und in allen anderen Elementeckpunkten
verschwinden.

e Um den Fehler der Finite Element Diskretisierung abzuschét-
zen, konstruiere einen einfachen Interpolationsoperator I :
WHP — X, und schiitze den Interpolationsfehler ab. Letzteres
geschah in §I1.3 zunéchst auf einem Referenzelement.

Die geforderte einfache geometrische Struktur der Elemente K; ldsst
sich wie folgt konkretisieren: Es gibt ein Referenzelement K c R? so
dass jedes K; zu K diffeomorph ist und dass der entsprechende Diffeo-
morphismus Fi, : K — K eine einfache Gestalt hat. Wie in der Praxis
iiblich, werden wir zwei Typen von Referenzelementen betrachten:

e den REFERENZ D-SIMPLEX K = {z € R+ g <
l,z; > 0,1 <i<d} und

e den REFERENZ D-WURFEL K = [0,1].

Wir beschrénken uns im Folgenden auf AFFIN AQUIVALENTE F'I-
NITE ELEMENTE, d.h. jedes Element K; ist das Bild des Referenz-
Simplex oder -Wiirfels unter einer affinen Transformation F,. Ist K
der Referenz-Simplex, so ist K; ein allgemeiner d-Simplex. Ist dagegen
K der Referenz-Wiirfel, so ist K; ein d-Epiped, d.h. ein Parallelogramm,
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falls d = 2 ist, bzw. ein Parallelepiped, falls d = 3 ist. Wenn K der
Referenz-Wiirfel ist, werden in der Praxis héufig allgemeinere Elemen-
te, sog. ISOPARAMETRISCHE ELEMENTE, betrachtet, bei denen die Dif-
feomorphismen F, Polynome hoheren Grades sind. Wir beschranken
uns auf affin Aquivalente Elemente, weil dies den technischen Aufwand
bei Fehlerabschiatzungen erheblich reduziert.

Sei also 7, = {K; : 1 < i < my} eine Unterteilung von €, die
folgende Bedingungen erfiillt:

e AFFINE AQUIVALENZ: zu jedem K € 7;, gibt es einen affinen
Diffeomorphismus Fj des Referenz-Simplexes oder -Wiirfels
K auf K.

e ZULASSIGKEIT: Je zwei Elemente K1, Ky € 7}, sind entweder
disjunkt oder haben einen Eckpunkt, oder eine Kante oder,
falls d = 3 ist, eine Seitenflache gemeinsam.

e REGULARITAT: Der Quotient hy /pk ist durch eine Konstante
cr, die nicht von K oder h abhéingt, nach oben beschrinkt.

Dabei ist dhnlich wie in §I1.3 hx der Durchmesser von K und pg der
Durchmesser des grofiten, in K eingeschriebenen d-Balles.

Wie in den §§I1.2 und IL.3 bezeichnen wir mit A}, und N, o die
Menge aller Eckpunkte aller K € 7;, bzw. der Eckpunkte im Innern
von §2.

DEFINITION I1.4.1. (1) Bezeichne die Eckpunkte des Referenz-Sim-
plexes mit 2y = ey,..., 25 = eq und 24,7 = 0. Dann ist fiir k£ € N*

d+1 1 E—1 d+1
Ekz - {I: Z,uzéz IS {07E7"'7Tul}aZMi = 1}7
i=1 i=1

falls K der Referenz-Simplex ist, und

ik:{(%,...,%) :uie{o,l,...,k}},

falls K der Referenz-Wiirfel ist.

~

(2) Fir K = Fg(K) € 7, und k € N* ist

~

S = Sk(K) = Fx(2g).
(3) Setze
Grn={J Su(K), Gro=Gn 9

KeT,
(4) Setze QQy = Py = R und definiere fir £ € N*

= span{z®: a € N max o; < k
Qk P { S 71§i§d T }

P, = span{z®: a € N¥ a; + ... + ag < k}.
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Dabei ist 2 = 27" ... 23*. Setze

Re = R K) ) Qp falls K der Referenz-Wiirfel,
B | P, falls K der Referenz-Simplex.

BEMERKUNG I1.4.2. (1) Sei K ein allgemeiner Simplex. Bezeichne
die Eckpunkte von K mit 2y, ..., z441. Dann ist

d+1 d+1

1 k—1
Ye(K) = {;Mz‘ziim G{O,E,...,T,l},;yizl},

Analog kann man fiir ein allgemeines Epiped K die Punkte von 3 (K)
bestimmen, indem man die Kanten von K &quidistant unterteilt und

die so entstandenen Punkte miteinander verbindet (vgl. Abbildung
I1.4.1).

(2) Die Menge G, heifit auch GITTER. Die Punkte von G, werden
manchmal auch KNOTEN genannt.

(3) Da die F affin sind, beschreiben die Transformationen ¢ — @o Fi
und ) — v o Fc! Isomorphismen von C(K) auf C(K) bzw. von C(K)
auf C'(K), die fiir jedes k € N die Polynomrédume Pj und @, invariant
lassen.

LN

ABBILDUNG II.4.1. Die Mengen Y5 und Y3 fiir ein Drei-
eck und ein Parallelogramm

SATz 11.4.3. Sei k € N*. Dann ist jedes p € Ry, eindeutig bestimmt
durch seine Werte auf Xy bzw. auf 3(K), K € Ty,.

BEWwEIS. Wegen der Definition von ¥;(K) und Bemerkung 11.4.2

(3) reicht es, die Behauptung fiir 3, zu zeigen. Eine leichte Rechnung
zeigt, dass

dim Ry, = #5
ist. Daher reicht es, eine der folgenden Aussagen (A) oder (B) zu zeigen:
(A) Zu jedem Vektor (D), s, existiert ein ¢ € Ry mit p(2) = b,

fir alle z € f)k )
(B) Ist p € Ry und p(z) = 0 fiir alle z € X, so ist ¢ = 0.
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FALL 1: K IST DER REFERENZ-WURFEL: Definiere fiir i € N¢ die
Funktion pu; durch

Dann ist y; € Qr mit 44;(37) = 1 und p(4i') = 0 fiir alle i/ € N{\{i}.
Sei nun (b;);ena beliebig. Dann leistet die Funktlon

= Z bipi()
ieNg
das in Eigenschaft (A) Geforderte.

FALL 2: K IST DER REFERENZ-SIMPLEX: Definiere die Funktionen
Al, .. )\d—l-l durch

~

A (2 —1—sz

Die Funktionen 5\1, el ;\dﬂ heiflen die SCHWERPUNKTSKOORDINATEN
von K (vgl. §11.3) und haben offensichtlich die Eigenschaft \; € P,
1<i<d4+1,\(3) =045, 1<i,j<d+1.
FALL k = 1: Zu gegebenem (b;)1<;<q+1 leistet offensichtlich

d+1

das in Eigenschaft (A) Geforderte.
FALL k = 2: Bezeichne mit 2; = 3(%+ %), 1 <i < j < d+1, die
Kantenmittelpunkte von K. Definiere
Dann gilt offensichtlich g, 11;; € P und
pi(25) = 0i
Mz(zkl =0 vjvk [
ﬂzg(zk) — zké_yl
M’U( m) 0 VZ jvk7lam
Dabher leistet zu gegebenem (b.),.5, = (b, by) die Funktion

d+1

:Zbim(x)—i— > bup(x)

1<k<I<d+1
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das in Eigenschaft (A) Geforderte.
FALL k = 3: Definiere

2iij=%(22i+2j) 1<id,j<d+1,5#i

2ijk:%(2i+2j+2k) 1<i<j<k<d+1
und

pi=sA[BA —1BA -2 1<i<d+]1,

9. .
,uiij—_/\)‘[?’)‘ —1] 1<4,j<d+1,j#4,

| —

Offensichtlich gilt fi;, 415, pijre € Ps. Eine leichte Rechnung liefert fiir
die relevanten Indizes

M(é
11 (2
i (Zja
iig (Bt

)
)
)
)
i (Zr)
)
)
z)
) =

6]l7

Mg (Zk:lm
,U/z]k(zlmn
Mijk( l

,U'ij(zllm

jméknv

83,
0,
0,
Ok
0,
0,
St
0,
0.

Daher leistet fiir gegebenes (b,) (b, bjjk, bimn) die Funktion

2623 =
d+1

=D bu(@)+ Y bupg(@) > bigesige()

1<4,j<d+1 1<i<j<k<d+1
i#]j

das in Eigenschaft (A) Geforderte.
FALL k > 4: Sei ¢ € Py, mit ¢(z) = 0 fiir alle z € ¥;. Dann verschwin-

det ¢ auf allen Kanten bzw., falls d = 3 ist, auf allen Seitenfléchen von
K. Daher gibt es ein ¢ € Py_4 1 mit

(pzj\l...j\dﬂw und YP(2) =0 Vze YN K.
Damit folgt die Eigenschaft (B) durch Induktion iiber k. O

SATz I1.4.4. Seien k € N*, K1, Ky € T, mit K, N Ky # 0 und
p1,p2 € Ri. Definiere die Funktion ¢ auf K1 U Ky durch

i=1,2.
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Dann ist ¢ € C(K, U K,) genau dann, wenn fir alle z € Fi, (35) N
FK2<ZIC) gllt

pi(7) = pa(®).

BEWEIS. ,,=—“: Ist offensichtlich.
,<=": Offensichtlich ist nur etwas zu zeigen, wenn K; und K, eine
Kante oder, falls d = 3 ist, eine Seitenfliche gemeinsam haben.
Wir betrachten zunéchst den Fall, dass d = 2 ist und K; und K5 eine
Kante E gemeinsam haben. Setze E = K N {z, = 0}. Dann ist F das
Einheitsintervall, d.h. der Standard 1-Simplex. Die Transformationen
Fr, und Fy, kénnen so gewihlt werden, dass E = Fy, (F) = Fy,(F)
ist. Definiere ¢ = p1 o Fy\|p — p2 0 Fy, 5. Wegen Bemerkung 11.4.2 (3)
ist ¢ € Ry, ein Polynom einer Verédnderlichen. Nach Voraussetzung ver-
schwindet ¢ in allen Punkten von 3 N E. Also ist q = 0 und damit ¢
stetig.
Betrachte nun den Fall, dass d = 3 ist und K; und K, eine Seiten-
fliche gemeinsam haben. Setze £ = K N {x3 = 0} und definiere ¢ wie
oben. Dann ist ¢ € Ry, ein Polynom in zwei Verénderlichen, das in den
Punkten von 3, N E verschwindet. Da E der Standard 2- Simplex bzw.
Standard 2-Wiirfel ist, folgt aus Satz 11.4.3, dass ¢ = 0 und damit ¢
stetig ist.
Ist schliefllich d = 3 und haben K; und K, eine Kante gemeinsam,
setzen wir £ = K N {z3 = 23 = 0} und gehen ansonsten wie im Fall
d = 2 vor. O

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir nun die Finite Element
Réume hoherer Ordnung zu 7, wie folgt definieren:

St ={p e LYQ) : |k € R VK € T},
S =8Pt no(Q),
Spo={p €S’ p=0aufT}.

Wegen Satz 1.1.7 (S. 10) ist S} ¢ W'?(2) und S,’::g C WEP(Q) fiir
jedes 1 < p < 00. Wir kénnen daher im Rahmen von Satz [.2.2 (S. 17)
Xy = Sho mit beliebigem £ € N* wéhlen und dadurch die diskreten
Probleme der §§11.2 und I1.3 Verallgememern Aus den Sétzen 11.4.3 und
I1.4.4 folgt, dass die Funktionen in S und Sho eindeutig bestimmt
sind durch ihre Werte in den Gltterpunkten Gn bzw. Gh,0- Insbesondere
gibt es zu jedem z € G, eine eindeutige Funktion v, € 5, k0 mit v,(2) = 1
und v,(z") = 0 fiir alle 2’ € G,\{z}. Die Funktionen v,, z € Gj,, heifien
NODALE BASIS von S’;’O. Jedes uy, € S}]f’o lasst sich eindeutig darstellen

als
Up = Z HzUz,

2€Gn
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und die p, sind genau die Werte uy(2). Daher lisst sich das entspre-
chende diskrete Problem mit X, = S}’i’g wieder als Differenzenverfahren
interpretieren.

Ahnlich wie in den §§I1.2 und I1.3 definieren wir einen Interpolati-
onsoperator I, : H*(Q) — S durch

(Inu)(2) = u(z) Vze g,

oder dquivalent

Iyu= Z u(z)v,.

z€Gp

Man beachte, dass I;,(H (Q)NH?(Q)) C S,]fjg ist. Wie in §I1.3 geschieht
die Abschétzung des Interpolationsfehlers zunéchst auf dem Referenz-
element. Dazu definieren wir Il : H?(K) — Ry durch

() (2) = u(z) Vz € Sy

Wegen Satz 11.4.3 und Bemerkung 1.1.20 (S. 15) ist diese Definition
sinnvoll. Aus Bemerkung 11.4.2 (3) folgt auBlerdem fiir jedes u € H?(2)
und jedes K € 7, die Identitét

(Inu)|x = [ (ulg o Fi)] o Ft.

Im Folgenden versehen wir Gréflen wie K , )y i oder f[k mit einem zusatz-
lichen Index S oder W, wenn wir hervorheben wollen, dass sie sich auf
den Referenz-Simplex (S) bzw. auf den Referenz-Wiirfel (1) beziehen.

SATZ 11.4.5. Sei k € N*. Dann wird durch
s = [ulen + S [u(2)

ZGikys
eine Norm auf H**V(K) definiert, die zu || - ||p1 dquivalent ist.

BEWEIS. Da gemiB Satz 1.1.19 (S. 14) H*(K) — C(K) ist, ist
[.Jk+1 wohldefiniert, und es gibt eine Konstante ¢; € R* mit

(Wi < allullier Yu € HFFY(K).
Wir miissen also noch zeigen, dass es eine Konstante c; € R gibt mit
[ullist < calulisr Vu € HFFY(K).

Angenommen, eine solche Konstante existiere nicht. Dann gibt es eine
Folge (un)neny € H¥(K) mit

(I1.4.1) lunllksr =1 VYneN
und
(I1.4.2) lim [u,]k1 = 0.

n—oo
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Wegen Satz 1.1.19 (S. 14) und Bemerkung 1.1.18 (S. 14) gibt es eine
Teilfolge (tn,, )men von (uy,)neny und ein u € H*(K) mit

lim ||up,, —ullx =0.
Wegen (I1.4.2) ist insbesondere

lim |uy,,, — ulg4r = 0.

Daher ist sogar u € HF*(K) mit |u[zq = 0, und es gilt
Tim un,, — w1 = 0.
Wegen |ulp11 = 0 ist u € Pr. Wegen Satz 1.1.19 (S. 14) gilt
u(z) = Til_r)rgo Up, (2) Yz € ps.
Hieraus und aus (I1.4.2) folgt aber
uwz) =0 VzeSpg.
Wegen Satz 11.4.3 ist also v = 0 im Widerspruch zu (II.4.1). O

SATz 11.4.6. Sei k € N*. Dann gibt es eine Konstante ¢, die von k
abhdngt, mit

lu — e < clulpsr Yo e HH(K).

BEWEIS. FALL 1: K = Kg: Aus Satz I1.4.5 folgt fiir beliebiges
u € HHY(K)

' — Tul|psr < calu — Miulprs = calulrin,

da Tyu € Py, und u(z) — f[ku(z) = 0 ist fiir alle z € ikvs.
FALL 2: K = Ky: Sei u € H*"(K) beliebig. Da Kg C Ky ist, folgt
aus der Dreiecksungleichung

lu — e wllier < Jlu— My sullrer + [k sw — g wul .
Wegen P, C @ und Satz [1.4.3 gilt
ﬂk,W(ﬁk,Su) = ﬂk,Su
und somit
f[hsu — f[kywu = f[kw(f[k’gu —u).
Bezeichne mit v, z € ﬁ]k,w, die nodale Basis zu K und Qpr, d.h.

@z € Qk7
0,(2) =1,

0,(2) =0 Ve Sew\{z}.
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Dann folgt fiir beliebiges ¢ € H*1(K) mit Satz 1.1.19 (S. 14)

kel =1 Y ()o:lkn

ZEXA)&W

< D L@l

Zeik,w

§||90||C(f<) Z [0z [ k1

Zeik’w

< cllellerr Y Noallkn

ZGXA:]C’W

= cllllk+1-
Aus dem soeben Gezeigten und dem Fall 1 folgt
lu = T wuflker < flu =T sulliess + [ Tew (T su — w)llr
S (1 + C,)| u — f[k75u||]€+1
< (1 + )ealupia-

g

SATZ 11.4.7. Sei k € N*. Dann gelten fir alle v € H*(Q) die
Interpolationsfehlerabschdtzungen

[ — Tnullo < exh** Hulk
lu — Tyuly < coh®|uppr.

Dabei ist h = maxger, hx. Die Konstanten ¢, und co hingen von €0, k
und der Konstanten cz in der Regularitdtsbedingung an 7, ab.

BEWEIS. Sei K € 7, und Fk : © — bk + Bgx eine affine Transfor-

mation des Referenzelements K auf K. Wie im Beweis von Satz 11.3.3
(S. 43) erhalten wir

lu = Inull 2x) = | det Bie|"?|[(u — Tnu) o Fiell 12,
| = Tyl < | det Bie| 2| B!l e|(u = Inu) o Ficl i ey,
w0 Ficl iy < | det Bie| ™2 || Biel| ™ el o -
Wie im Beweis von Satz 11.3.2 (S. 43) folgt
hx h

Brllr < — Bl < —£.
| B || o 1Bk | o

Aus diesen Abschitzungen und Satz I11.4.6 ergibt sich wegen [yuo Fx =
Iy (uo Fr)

HU — IhU’HLQ(K) S C<—A
Pi
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e

k+l’u|H’“+1(K)
PK Pg

\u — Ihu|H1(K) <
= chy _k_l(h—K)hk |ul
= kP ) el 1),
Hieraus folgt die Behauptung durch Quadrieren und Summieren iiber

alle Elemente K € 7,. O

BEMERKUNG 11.4.8. Die Ergebnisse der Sétze 11.4.5 und 11.4.7 gel-
ten mit den offensichtlichen Modifikationen fiir alle W+ +t1P-Riume mit
1<p<oo.



KAPITEL IIT

Praktische Aspekte

II1.1. Randapproximation und numerische Integration

In den §§I1.2 — I1.4 haben wir stets vorausgesetzt, dass €2 ein Poly-
edergebiet ist, d.h. der Rand I' besteht stiickweise aus Hyperebenen. L.a.
ist jedoch der Rand von €2 gekriimmt. Daher ersetzt man in der Praxis
Q) durch ein approximierendes Polyeder €2, derart dass die Eckpunkte
von €, auf I liegen und die Kanten von €, die Lange O(h) haben (vgl.
Abbildung I11.1.1). Sei I', der Rand von €2j,. Wenn T stiickweise C? ist,
folgt dann

dist(I', I'y,) = sup inf |z — y|
zel Y€l

= sup inf |z — y|
yely, zel

= 0(h?).

Daher kann der Fehler der Finite Element Approximation bestenfalls
von der Ordnung O(h?) sein.

ABBILDUNG III.1.1. Randapproximation eines konve-
xen und eines nicht konvexen Gebietes

7}, ist dann eine Unterteilung von €, die den Bedingungen der
§8I1.2 — I1.4 geniigt. Zusétzlich miissen die Eckpunkte von €2, in der
Menge N}, der Elementeckpunkte enthalten sein. Fiir die Konstruktion
von €2, und 7;, muss der Benutzer den Rand I' stiickweise als Graph
oder implizit als {F(z) = 0} zusammen mit F’ und grad F' angeben.

Falls 2 konvex ist, gilt €2, C € und die Fehlerabschitzungen der
6611.2 — I1.4 kénnen iibertragen werden, wobei die Randapproximation
einen zusétzlichen Konsistenzfehler von O(h?) beitriigt.

61
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Ist © nicht konvex, gilt ,\Q # (). Dann miissen die Daten A, a, «
und f auf €, fortgesetzt werden. Dies geschieht am einfachsten durch
Reflexion (vgl. Abbildung II1.1.2):

Ist x € Q\Q, setze f(x) = f(Z) und analog fiir A, a
und «a. Dabei wird & wie folgt bestimmt: Berechne die
orthogonale Projektion T von x auf I' und wéhle = auf
der Geraden durch x und 7, so dass  in €2 liegt und den
gleichen Abstand zu T hat wie z.

Mit diesen Modifikationen bleiben die Fehlerabschatzungen der §§11.2 —
1.4 erhalten. Dabei miissen alle Normen auf 2N§2;, statt auf €2 bezogen

werden. Die Randapproximation trigt wieder einen Konsistenzfehler
der Ordnung O(h?) bei.

ABBILDUNG III.1.2. Reflexion am Rand T’

Um den Konsistenzfehler durch die Randapproximation zu verrin-
gern, kann man auch krummlinige oder isoparametrische Elemente
betrachten. Dabei ist mit der Notation von §II1.4 die Transformation
Fx : K — K nicht mehr affin, sondern ein allgemeiner Diffeomor-
phismus (krummlinige Elemente) oder komponentenweise eine Funkti-
on aus Ry (isoparametrische Elemente). In diesem Sinn sind die linea-
ren Dreieckselemente aus §11.3 isoparametrische Elemente der Ordnung
1. Bei Verwendung isoparametrischer Elemente der Ordnung £ > 2
kann man eine Randapproximation der Ordnung O(h**!) erreichen.
Dementsprechend ist der Konsistenzfehler durch die Randapproxima-
tion auch von der Ordnung O(h*!). Die grofiere Genauigkeit wird
natiirlich durch einen erhéhten Aufwand erkauft.

Die Finite Element Diskretisierungen der §§11.2 — I1.4 fithren auf
lineare Gleichungssysteme. Zur Berechnung der rechten Seite und der
Steifigkeitsmatrix miissen Integrale der Form |, P mit p = fu, =
VuT AVv oder #hnlich berechnet werden. Wir haben bisher stets an-
genommen, dass dies exakt geschieht. Aufler in einfachen Spezialfillen
wird man aber in der Praxis diese Integrale nur ndherungsweise mit ei-
nem Quadraturverfahren berechnen. Passende Quadraturformeln wer-
den wegen der Ergebnisse von §I1.4 am besten aus solchen fiir das
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Referenzelement hergeleitet. Sei also
L A
Qr(®) = _wp(h)

eine Quadraturformel fiir [ % - Sie hat die Ordnung k, wenn fiir alle

p € Ry(K) gilt
%= [
K
Seinun K € 73, und F : K — K eine affine Transformation mit B =

DFYy. Da Fy affin ist, folgt aus Satz I1.1.4 der Vorlesung ,,Einfiihrung
in die Numerik®, dass

mit

eine Quadraturformel der Ordnung k fiir |’ @ ist, d.h.

Quelp) = /K o Vo€ Ry(K).

Man kann zeigen, dass die Fehlerabschitzungen der §§I1.2 — I1.4
fiir Finite Element Diskretisierungen der Ordnung m, d.h. X = S;Ln(’)o,
giiltig bleiben, wenn die Quadraturformel @)z mindestens die Ordnuyng
2m — 2 hat (s. §4.1 in Ph. G. Ciarlet: The Finite Element Method
for Elliptic Problems). Insbesondere reicht also fiir lineare simpliziale
Elemente (m = 1, K = Kg) und d-lineare Wiirfelelemente (m = 1, K =
K w) eine Quadraturformel der Ordnung 0 aus, d.h. nur die konstanten
Funktionen miissen exakt integriert werden.

BeispieL II1.1.1. (1) Die Mittelpunktsregel

d+1

Qule) = mo(2305)

i=1

liefert eine Quadraturformel der Ordnung 1 fiir den Referenz d-Simplex.
(2) Die Formel

Qo)== > w(%(éﬂr%))
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hat die Ordnung 2 fiir das Referenzdreieck.
(3) Die Formel

Qk(¢):§1(){3290(5i)+8 > o(5+2)

1<i<j<3
1 3
+ 27@(5 3 z> }
=1

hat die Ordnung 3 fiir das Referenzdreieck.
(4) Sei

L
= Z (T
=1

eine Quadraturformel der Ordnung k fiir fol Y(z)dr. Dann ist gemaB
Beispiel 11.1.3 (3) der Vorlesung , Einfithrung in die Numerik“

L L

Q@ =YY a0, (Fns )

h=1 I4=1

eine Quadraturformel der Ordnung k fiir den Referenz d-Wiirfel.
(5) Die Mittelpunktsregel liefert die Formel

Q@ =¢(3.3)

der Ordnung 1 fiir das Referenzquadrat.
(6) Die Trapezregel liefert die Formel

1

SISy )

=0 5=0

PMH

der Ordnung 1 fiir das Referenzquadrat.
(7) Die Simpsonregel liefert mit

1 4 1
(aij)o<ij<2= |4 16 4
1 4 1

die Formel
2

RS BT (8

i=0 7=0

der Ordnung 3 fiir das Referenzquadrat.
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II1.2. Numerische Losung der diskreten Probleme

Um die wesentlichen Punkte besser herausarbeiten zu kénnen und
um unnotige technische Schwierigkeiten zu vermeiden, betrachten wir
im Folgenden die Reaktions-Diffusionsgleichung mit homogenen Dirich-
let-Randbedingungen und Dreieckselemente der Ordnung k > 1, d.h.
T, besteht aus Dreiecken und X;, = S,'f:g .

Da die Trager der nodalen Basisfunktionen nur aus wenigen Drei-
ecken bestehen, ist die Steifigkeitsmatrix der Finite Element Diskre-
tisierung diinn besetzt. Wegen des Speicherplatzbedarfes und des Re-
chenaufwandes sind direkte Gleichungsléser wie die Cholesky-Zerlegung
nur fiir grobe Gitter, d.h. wenige Dreiecke effizient. Fiir feinere Diskreti-
sierungen sind iterative Losungsverfahren vorzuziehen. Da die Effizienz
dieser Verfahren wesentlich von der Kondition der Steifigkeitsmatrix
abhéngt, wollen wir diese zunéchst abschétzen. Dazu definieren wir ein
gitterabhéngiges Skalarprodukt (-, -), und eine zugehorige Norm || - ||,

auf X;, durch
(901/}h—z Z hi

KETh Zézk(

1 2
leln = (o, 0)y

| - |ln ist eine skalierte euklidische Norm auf R"™, n;, = #Gj o. Die
Matrix, die zu (-, ), und der nodalen Basis gehort, ist diagonal. Insbe-
sondere konnen Gleichungssysteme der Form

(u,v)p, =1l(v) Yve X,
leicht gelost werden.

SATZ I11.2.1. (1) || - ||n und || - ||o sind dquivalente Normen auf Xp,.
Die entsprechenden Konstanten hdangen nur von k and der Konstanten
cr in der Regularititsbedingung an T, ab.

(2) Fiir alle v € X}, gilt die INVERSE ABSCHATZUNG

ol < e(gmin ) el
Die Konstante ¢ hingt von k und cr ab.

BEWEISs. AD (1): Wegen Satz 11.4.3 (S. 53) ist {ZzeEk |<,0(z)|2}1/2
eine Norm auf IP;. Da P, endlich dimensional ist, gibt es zwei Konstan-
ten ¢y, 9, die nur von k abhédngen, mit

R 12
el < { D 0@} < alelng o€ P
ZEi:k

Sei nun K € 7}, beliebig und F : . K — K eine affine Transformation.
Wegen
c1hye < |det DFg| < coh3,
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folgt aus obiger Abschétzung mit dem Transformationssatz

eillellz) = el det DF|Y?lp o Ficllpazy

1/2
<& nicd 3 oo Fr(2)1}

ZEik
1/2 1/2
=d’hc{ 3 Ie(a)P}
ZEE;C(K)
< & hiclsllip o Fiell o

= C;/Qégh[d det DFK|_1/2||Q0||L2(K)

1/2~ —1/2
< Cz/ C20y / ol 2(x)-

Hieraus folgt die Behauptung (1) durch Quadrieren und Summieren
iiber alle Dreiecke. Man beachte, dass die Konstanten c¢q, ¢s von cr
abhéngen.
AD (2): Da || ) eine Norm auf P, /R und P, /R endlich dimensional
ist, gibt es eine Konstante ¢ mit

[Pl < ellellrziy Ve € Pr/R.

Da die linke Seite dieser Ungleichung fiir konstante Funktionen ver-
schwindet, gilt die Ungleichung sogar auf ganz Pj. Seien nun K und
Fx wie in Teil (1). Dann folgt durch Transformation auf das Referen-
zelement

ol ) < |det DFk['2|DFt |2l o Ficl i
< é[det DF|"?||DFM el o Frell 2y
= ¢[IDF | cllell o)

hg
< |l 2 (k)
PK

< dhig el zx)-

Dabei hiangt ¢ von ¢z ab. Quadrieren und Summieren dieser Unglei-
chung beweist Teil (2). O

Aus Satz II1.2.1 (1), dem Beweis des Existenzsatzes 1.3.3 (S. 22)
und der Friedrichschen Ungleichung 1.1.15 (S. 12) folgt fiir alle v € X,

a(v,v) > B[}
> B'l|v|l3
> 3" ||vll;.

Ebenso folgt aus dem Beweis von Satz 1.3.3 (S. 22) und Satz [11.2.1 fiir
alle v, w € Xj

a(v,w) < Blolfuwl;



I11.2. NUMERISCHE LOSUNG DER DISKRETEN PROBLEME 67
< 2 : —2
<c B(};nel% hi) " |[vllollwllo

< ¢(min hie) 2 |[vllallwl]ln-

Also hat die Steifigkeitsmatrix die Kondition 0((mingez, hx)™?). Da-
her scheiden das Jacobi und Gauf-Seidel-Verfahren als Loser aus. Da
die Bilinearform a symmetrisch ist, ist die Steifigkeitsmatrix symme-
trisch, und ein CG-Verfahren oder besser ein PCG-Verfahren kénnen
als Loser benutzt werden. Als Vorkonditionierer eignet sich z.B. der
SSOR-Vorkonditionierer aus §II1.6 der Vorlesung ,, Numerische Behand-
lung von Differentialgleichungen I“. Aufgrund unserer dortigen Erfah-
rungen mit Differenzenverfahren erwarten wir aber, dass Mehrgitter-
verfahren die besten Ergebnisse liefern.

BeispieL 111.2.2. Wir wenden

e das CG-Verfahren,
e das PCG-Verfahren mit SSOR-Vorkonditionierung,
e das Mehrgitterverfahren mit V-Zyklus und mit einer GauB-

Seidel-Vorwirtsiteration als Vorglédtter und einer Gauf3-Seidel-
Riickwirtsiteration als Nachglétter (MG—V(%)),

e das Mehrgitterverfahren mit V-Zyklus und jeweils einer SSOR-

[teration als Vor- und Nachglattung (MG-V (1)),

e das Mehrgitterverfahren mit W-Zyklus und je einer SSOR-Ite-

ration als Vor- und Nachglattung (MG-W(1))

auf drei diskrete Probleme an:

(1)

Die Poissongleichung im Quadrat (—1,1)® mit rechter Seite
f = 1 und homogenen Dirichlet-Randbedingungen. Die grobs-
te Triangulierung besteht aus 8 gleichschenklig rechtwinkli-
gen Dreiecken mit Hypotenusen in Richtung (1, —1) (Courant-
Triangulierung). Die weiteren Triangulierungen werden durch
uniforme Verfeinerung erzeugt. Dabei wird jedes Dreieck in
vier kleinere Dreiecke unterteilt, indem die Kantenmittelpunk-
te miteinander verbunden werden (vgl. §I11.4).

Die Poissongleichung im L-formigen Gebiet (—1,1)?\[(0,1) x
(—1,0)] mit inhomogenen Dirichlet-Randbedingungen. Die
Randfunktion up und die rechte Seite f sind so, dass die exakte
Losung der Differentialgleichung in Polarkoordinaten gegeben
ist durch

2
u(z,y) = ri sin(ggo).
Die grobste Triangulierung besteht aus 6 gleichschenklig recht-
winkligen Dreiecken mit Hypotenusen in Richtung (1, —1). Die
weiteren Triangulierungen werden wie in (1) durch uniforme
Verfeinerung erzeugt.

Die Differentialgleichung und die grobste Triangulierung sind
wie in (2). Die feineren Triangulierungen werden aber mit einer
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adaptiven Gitterverfeinerung basierend auf einem residuellen
Fehlerschitzer erzeugt (vgl. Beispiel 111.3.6 (S. 94) und Abbil-
dung I11.3.5 (S. 94)).

Auf dem grobsten Gitter wird der Nullvektor als Startwert verwen-
det. Auf feineren Gittern wird die lineare Interpolierende der Néhe-
rungslosung auf dem néichst groberen Gitter als Startwert benutzt (vgl.
die geschachtelte Iteration, Algorithmus II1.6.1, der Vorlesung ,, Nume-
rische Behandlung von Differentialgleichungen 1¢). Die Iteration auf
dem aktuellen Gitter wird jeweils abgebrochen, wenn das Startresidu-
um um den Faktor 100 reduziert wurde. In den Tabellen I11.2.1 — I11.2.3
werden fiir die Verfahren jeweils die Konvergenzraten x angegeben. N
bezeichnet die Zahl der Unbekannten. 7' ist die Gesamtrechenzeit in
Sekunden auf einem Macintosh G4-Powerbook.

TABELLE III.2.1. Konvergenzraten und Rechenzeiten
des CG-, SSOR-PCG-, MG-V(3), MG-V(1)- und MG-
W(1)-Verfahrens fiir das diskrete Problem aus Beispiel
I11.2.2 (1)

CG | SSOR- | MG- | MG- | MG-
PCG V(%) V(1) | W(1)
N K K K K K

491 0.592 | 0.496 | 0.183 | 0.150 | 0.150
22510.792 | 0.665 | 0.131| 0.054 | 0.031
961 | 0.899 | 0.801 |0.136 | 0.034 | 0.027

3969 | 0.943 | 0.890 | 0.143 | 0.029 | 0.027

T(s)| 0.18] 0.42] 0.06] 0.08] 0.09

TABELLE II1.2.2. Konvergenzraten und Rechenzeiten
des CG-, SSOR-PCG-, MG-V(3), MG-V(1)- und MG-
W(1)-Verfahrens fiir das diskrete Problem aus Beispiel
I11.2.2 (2)

CG | SSOR- | MG- | MG- | MG-
PCG V(%) V(1) | W(1)
N K K K K K

3310578 | 0.428 | 0.175|0.077 | 0.077
161 0.789 | 0.617 | 0.181 | 0.073 | 0.066
7051 0.882 | 0.787 | 0.181 | 0.072 | 0.066

29451 0.937 | 0.876|0.181 | 0.072 | 0.065

T(s)| 0.13 022 0.09| 0.06 | 0.07

Wir wollen nun ein Mehrgitter-Verfahren fiir Finite Element Dis-
kretisierung analysieren. Dazu nehmen wir an, dass wir eine Hierarchie
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TABELLE II1.2.3. Konvergenzraten und Rechenzeiten
des CG-, SSOR-PCG-, MG-V(3), MG-V(1)- und MG-
W(1)-Verfahrens fiir das diskrete Problem aus Beispiel
I11.2.2 (3)

CG | SSOR- | MG- | MG- | MG-
PCG | V(1) | V1) | W(1)

N K K K K K
16 1 0.511 | 0.385|0.136 | 0.066 | 0.066
541 0.957 | 0.957]0.167 | 0.073 | 0.068
221 10.966 | 0.966 | 0.293 | 0.139 | 0.099
718 10.976 | 0.976 | 0.296 | 0.152 | 0.146

T(s)| 0.16| 0.24| 0.01] 0.02| 0.04

geschachtelter Triangulierungen 75, C 75, C ... C 7, haben. Es gilt,
die Finite Element Diskretisierung zur feinsten Triangulierung nume-
risch zu 16sen. Dazu machen wir folgende Annahmen:

e () ist konvex.
e Jede Triangulierung 7, ist UNIFORM, d.h.
h,, = max hx <c¢ min hg
KEThm KEThm
mit einer von m unabhéingigen Konstanten c.
e h,,_1 < ch,, fir alle m mit einer von m unabhéngigen Kon-
stanten c.

Zur Vereinfachung der Notation ersetzen wir einen Index h,, in der
Regel durch m.

AvcoriTHmUS I11.2.3. (MG-VERFAHREN MIT V-ZYKLUS UND
JACOBI GLATTUNG)

(0) Gegeben eine Niherung u® € X,, fiir die Losung des diskreten
Problems.
(1) (VORGLATTUNG) Fiiri = 1,...,v; berechne u!, aus u’’' als
Lésung von
(ul, —ut 0) = w Hb (V) — a(ul )} Yo € X,
(2) (GROBGITTERKORREKTUR) Berechne
ln—1(v) = 1 (v) — a(ult,v) Yo € X, 1.

Fallsm > 1, wende das MG-Verfahren mit Startwert u® | =0
auf das Problem

a(uy, 1,0) =ln1(v) Yve X, 4
an. Das FErgebnis sei t,,_1. Falls m = 1 ist, berechne t,, 1 =

*
uy, . Setze

i+l _ v ~
Uy = Upy + Upp—1.
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(3) (NACHGLATTUNG) Fliiri = v1+2,...,v1+vp+1 berechne uj,
aus ut>t als Losung von
(uly, — ul ' V) = wi {ln (v) — a(ul, ' v)} Vo € X,

BEMERKUNG I11.2.4. (1) Es ist lz(v) = l(v) = [, fv. Die rechten
Seiten [,,, zu den groberen Triangulierungen werden rekursiv berechnet.
(2) Die Dampfungsparameter w,, werden spéter bestimmt.

(3) Die Gleichungssysteme in den Gléttungsschritten haben eine dia-
gonale Koeffizientenmatrix.

(4) Die Grobgitterkorrektur nutzt aus, dass die Finite Element Raume
geschachtelt sind, d.h. X, ; C X,,. In der Praxis stellt man w,, und
U1 als Vektoren dar, deren Komponenten die Werte in den entspre-
chenden Gitterpunkten sind. Insbesondere muss u,,_; vom Gitter G,,,_1
auf das Gitter G,, interpoliert werden.

Da die Bilinearform a symmetrisch ist, besitzt sie auf jedem X,
einen vollsténdigen Satz A\,.1,..., AMn,,, m = dim X,,, von Eigen-
werten und zugehorigen, bzgl. (-, ), orthonormierten Eigenfunktionen

Vi 1y Umonn:
a(Vmp, V) = Ay (U, V) Yo € Xy,
(Y Ymw )m = Sy
O.E. konnen wir die Eigenwerte der Gréfle nach ordnen
0<Am1 <... <A = Mo

Da die Triangulierungen uniform sind, folgt aus Satz I11.2.1 A,,, ~ h, 2.
Wir nehmen im Folgenden an, dass

Wm = A\,

ist. Es reicht jedoch, wenn w,, > A,, und w,, ~ h_ 2 ist.
Jedes v € X, lasst sich eindeutig darstellen als

Nm,
V= g CuWVm -
p=1
Fir s € R konnen wir daher durch
Nm,
s 2
|U|S,m = { E :)\m,,uc,u}
p=1

eine Norm auf X, definieren. Aus den Voraussetzungen folgt fiir alle
veE X,

1/2

1]o,m = [|V][n,,
= ||U||L2(Q)=
0l1m = a(v,v)'/?

~ ||U||H1(Q)
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Dabei bedeutet ,,~“ Aquivalenz von Normen mit von m unabhingigen
Konstanten.
Sind v, w € X,, mit

v = Ecﬂwmﬂ , W= Eduwm,w

so folgt aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung fiir Summen und
der Orthogonalitidt der Eigenfunktionen

= AmuCudy,
p=1
(II1.2.1) SN NV2 (A, o V2
S{Zcu} {Z/\m,udu}

p=1 p=1
= |v|om|wl2,m-

Sarz I11.2.5. Bezeichne mit Q,, : X,, — X,,—1 die RITZ-PROJEK-
TION, d.h. Qv € X,,_1 und

a(Qmv,w) = a(v,w) Yw € Xp_1.
Dann gilt fir alle v € X,
|V — QumV|1m < chup|v]2m.
Die Konstante ¢ hdngt nicht von m ab.
BEWEIS. Aus der Definition der Ritz-Projektion und (I11.2.1) folgt
[0 = Quvli,, = a(v — Quv,v — Quv)
= a(v — Qnu,v)
< |v = Qmvlom|v]2,m
< cflv = @mvllom[vl2m-

Da  konvex ist, folgt aus Satz 1.2.2 (S. 17)

V—mVll0 S Cp—1||V — U011
v = Quvllo < chm-|[v — Qul|
S C/hmfllv - va|1,m'

Wegen h,,,_1 < ch,, folgt hieraus die Behauptung. U
Als néchstes definieren wir einen Operator J : X,, — X, durch
(Jv, W) = (v, W)y, — A a(v,w) Yw € X,

J beschreibt die Fehlerfortpflanzung in den Glattungsschritten von Al-
gorithmus II1.2.3. Ist v € Y ¢ 4y, 4, so folgt

J’U—Zcu ¢mu
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Insbesondere ist J symmetrisch positiv semi-definit bzgl. des Skalar-
produktes a(-, -). Definiere fiir v € X,

lv| = a(v, Jv)'/?

. lv'ff falls v £ 0,
V) = 1,m
P 0 falls v = 0.

Dann gilt offensichtlich fiir v € X,

[o] = |70 ]1,n,

0<p) <1
SATz I11.2.6. Seiv € X,,, und p = p(J"v). Dann gilt
| T 0] 1m < p"[0]1m-

BEWEIS. Schreibe v = Y ¢,¢y,, und setze zur Abkiirzung o, =
1-— ’\/’\”—m" Dann folgt mit der Hélderschen Ungleichung

Nm
v, .12 _ 2v 2
‘J U’l,m - E :Amﬁau cu
p=1

Nom, Nm
w/2v+1 1/2v+1
2v+1 2 2
< { E )\m#au Cu} { E )‘m,ucu}
p=1 p=1
_ v+1/2 4v/2v+1 2/2v+1
- |J U|1,m |U 1,m .

Bilden wir die (v + $)-te Potenz dieser Ungleichung, so erhalten wir
[Tt < 1T ol

= |70 vl m-

Hieraus folgt

JYv|
0l < { A,

’JVU|1,m

= p"|v|1m-

Satz 111.2.7. Sei v € X,,, und p = p(v). Dann gilt
[ — Qum]v)im < min{l,c\/l — p}]v|1,m.
Dabei ist ¢ die Konstante aus Satz 111.2.5.
BEwEIS. Da I — @), eine Projektion ist, ist

HI - Qm]v‘l,m S "U‘l,m-
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Weiter ist mit v =) ¢,¥m,,

o= TP = A = D A1~ )
pu=1 p=1 m
SSoA .l
=1
= Ay vl
Hieraus und aus Satz I11.2.5 folgt
[ = Qulvli,n < hilvl5,n
= o A (1= p)[0lT 0.
Da A,, ~ h_? ist, folgt hieraus die Behauptung. O

Nach diesen Vorbereitungen konnen wir nun die Konvergenz von
Algorithmus I11.2.3 beweisen.

Sarz 111.2.8. Bezeichne mit 6,, die Konvergenzrate von Algorith-
mus I11.2.3 mit v1 = 15 = v auf dem m-ten Gitter gemessen in der
|.|1m-Norm. Dann gilt mit der Konstanten ¢ aus Satz I11.2.5

5. < —°
T c+2v

BEWEIS. Bezeichne mit u;, die Losung der Finite Element Proble-
me auf dem m-ten Gitter und mit e/, den Fehler im i-ten Schritt von
Algorithmus I11.2.3. Dann gilt

v+l v * * ~
€ =€ — Uy T Uy 1 — Up—1

v * * ~
=€y — Uy T+ 5m—1—(um—1 - um—l)

5m71
= [[ - Qm]ezl + (5m71wm71

mit w1 = 0,1 (uf,_ | — @m-1) € X;n_1 und

| wWin—1]1m-1 < [ty |1m—1-
Wegen der Galerkin Orthogonalitéit
a((I = Qm)v,w) =0 Yv e Xp,we X
folgt

I — Qules, + wmflﬁ,m =
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= lem|im-
Sei nun w € X,,, mit |wl;,, = 1 beliebig. Dann gilt
a(e2 ™ w) = a(J e’ w)
= a(estt, J'w)
a([I — Qumlen, + Om—1Wm—1, J W)
= (1 = dm-1)a([Il = Qmley,, J'w)
+ 6m_ra([L — Qulern, + Wp—1, J w).

Da I — @,, ein Projektor bzgl. des Skalarproduktes af(-,-) ist, folgt fiir
den ersten Summanden

a([l - Qm]efm Juw) = CL([[ - Qm]e;;w [[ - Qm]‘]Vw)
<|[I - Qm]e:nh,mul - Qm]Jth,m‘
Fiir den zweiten Summanden gilt
CL([I - Qm]ern + Wm—1, Jyw) S HI - Qm]ern + wm—1|1,m|<]yw|1,m

S ’egn‘l,myij‘l,m-

Aus diesen beiden Abschétzungen folgt mit der Cauchy-Schwarzschen
Ungleichung

a(eq ™ w) < (1= 0m-1)|[I = Qulenluml|ll = Qu] T wl1m
+ Om1lem1m| S w]1m
< {1 =0 = Qulen[t o + Fmrlen|T )
{1 = G-Il = Qul T W]}y + S| T w2 )72
Wegen der Satze 111.2.6 und I11.2.7 ist
(1= -0l = Qulenlim + dm-rlen i m
= (1= 0n1)|ll = Qu]J e i 1 + O J €[

< {1 = o) min{L ey T o001 + 0t b L2,
und

(1= 0m-DIll = Q] J W[y + Ona [ J 0]

< {(1 b)) min{1, e/ — p(Jrw)}? + 5m_1}p(J'/w)2V|w|3m.

Da

2v+1

e m = sup a(e® ™ w)

’wEXm
lwl1,m=1

ist, folgt hieraus

|€2V+1|1,m S |€0|17m IEBX {p2u [5m_1 + (1 — 5m_1) min{l, C(l — p)}} }

0<p<1
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Also ist
0 < max {,OQV [5m—1 + (1 = 6pn—1) min{1, (1 — P)}] }

0<p<l1
Da auf dem grébsten Gitter exakt gelost wird, gilt
c
0o =0< .
0 T c+2v
Wir nehmen nun an, die Behauptung sei fiir m—1 gezeigt. Man iiberlegt
sich leicht, dass die Funktion

5 max {05+ (1 - 6) min{1,e(1 — p)}]}

0<p<1

auf [0, 1] monoton wachsend ist. Daher folgt aus der Induktionsannah-
me

2v

C
< 2v . . }
o < o??sxl{p o gy it el =2l

<max{p2”[ R 2 (1—p)]}

— 0<p<1 c+2v c+2v

C

= B2

o
et 2v

Denn die Funktion p — p?[2v + 1 — 2vp| ist monoton wachsend auf

[0,1] und nimmt den Wert 1 im Punkt 1 an. O

Sarz 111.2.9. Sei 6,, die Konvergenzrate von Algorithmus 111.2.3
mit vy = v, vy = 0 auf dem m-ten Gitter gemessen in der |.|1 m,-Norm.
Dann gilt mit der Konstanten ¢ aus Satz I11.2.5

. 1/2
o[l
~le+2v

BEWEIS. Sei M der Operator €2, +— €% des Algorithmus I11.2.3
mit vy = v, v, = 0. Dann beschreibt der bzgl. des Skalarproduktes
a(+,-) adjungierte Operator M* die Fehlerfortpflanzung von Algorith-
mus [I[.2.3 mit 1y = 0, v, = v. Insbesondere beschreibt M*M die

Fehlerfortpflanzung von Algorithmus I11.2.3 mit v; = v, = v. Damit
folgt aus Satz I11.2.8

2 *
M2 (St ol )y = IV M| 20X 100X 1))
C

~ 42

N

i

Der Beweis von Satz I11.2.8 beruht wesentlich auf den Annahmen.
dass ) konvex ist und die Gitter uniform sind. Die Konvexitdt von
Q) wird in Satz II1.2.5 bendtigt, da dort das Dualitdtsargument von
Aubin-Nitsche benutzt wird, das die H2-Regularitit der Differential-
gleichung voraussetzt. Die Uniformitéit der Gitter wird fiir die inverse
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Abschétzung zur Kontrolle des grofiten Eigenwertes der Steifigkeitsma-
trix benotigt. Diese Einschrinkungen sind fiir die Praxis zu restriktiv.
Ebenso hat sich gezeigt, dass man mit anderen Gléttern als der simplen
Jacobi Iteration in Algorithmus I11.2.3 wesentlich bessere Konvergenz-
raten erzielen kann.

Die genannten Nachteile konnen mit einem allgemeineren, abstrak-
ten Zugang, der in den letzten Jahren entwickelt wurde und als TEIL-
RAUM-KORREKTUR-METHODE (TRK) bekannt ist, vermieden wer-
den. Wir wollen diesen Zugang und die entsprechende Konvergenz-
analyse im Folgenden kurz darstellen. Dazu betrachten wir folgende
abstrakte Situation:

e V/ ist ein endlich dimensionaler Hilbertraum mit Skalarprodukt
(.’ )

e Vi, ..., Vy sind Untervektorrdume von V mit V = vazl Vi
(diese Zerlegung ist in der Regel weder direkt noch gar ortho-
gonal).

e ; : V — V; sind die orthogonalen Projektionen bzgl. (-, -).

e A:V — V ist ein symmetrischer, positiv definiter Operator.

o A;:V; — V,ist die Einschrankung von A auf V;, d.h. (4;u,v) =
(Au,v) fiir alle u,v € V.

e R, :V; — V; ist eine leicht berechenbare, symmetrisch positiv
definite Approximation an A; .

Im Rahmen dieser Vorlesung ist V' ein Finite Element Raum, (-,-) ist
das L2-Skalarprodukt oder ein dazu dquivalentes Skalarprodukt wie
z.B. (+,-), und A wird durch eine symmetrische, koerzive Bilinearform
erzeugt.

Zu losen ist das Problem

Au=f.
Dies geschieht mit folgendem Algorithmus:

AvcoriTamus I11.2.10. (TEILRAUM-KORREKTUR-METHODE)

(0) Gegeben: Startniherung ug € V.
(1) Firn=0,1,... und j = 1,...,N berechne

Untj/N = Unt(j-1)/N T BjQ;(f — Aupy—1y/n)-

BEISPIEL I11.2.11. (1) Sei V = RY und V; = span{e;}. Dann ist
Algorithmus 111.2.10 das Gauf3-Seidel-Verfahren.
(2) Sei V = X, Vi = Xp,, Ro = Ay' und R; = w; ', i > 0. Dann
ist Algorithmus I11.2.10 der Mehrgitteralgorithmus II1.2.3 mit 14 = 1,
vy = 0. Durch passende Wahl der R; kann man auch den Fall v, > 1
und andere Glétter beriicksichtigen.

Fiir die Konvergenzanalyse von Algorithmus I11.2.10 setzen wir

A= min /\mm(RzA’L)?

1<i<N
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A = max )\max(RiAi);

1<i<N

T; = RiQiA.

Aus den Voraussetzungen folgt 0 < A < A. Durch entsprechende Ska-
lierung kann man o.E. erreichen, dass A < 2 ist. Wir bezeichnen mit |.|
die zu A gehorige Energienorm, d.h.

lu| = (Au,u)/? Yu e V.

Fiir Finite Element Diskretisierungen der Reaktions-Diffusions Glei-
chung ist insbesondere |.| zur H'-Norm #quivalent.

SATz 111.2.12. Es gebe zwei Konstanten Ky und Ky mat

N 12 N
{Z]vﬁ} < Kolv| Vv:ZviEV
i=1 i=1

und
N 12 N 1/2
Z (Avi,wj) S Kl{z "l}i’2} {Z |’U)j’2} Vvi € V;,w]' € ‘/J
1<i,j<N i=1 j=1

Weiter set A < 2. Dann ist die Konvergenzrate von Algorithmus I11.2.10
gemessen in der Norm |.| kleiner oder gleich

2 A 271/2
- (=1 } .
-G 0GRg)
BEWEIS. Sei u die exakte Losung von Au = f. Aus Algorithmus
I11.2.10 ergibt sich

U — Untj/N = (L —=Tj)(u— Un+(j—1)/N)

und somit

U—tUppr =T =Tn)...(I = T1)(u—uy).
Setze zur Abkiirzung

Ey=1

Ej=(I-T)...0-T,) ,1<j<N.
Dann miissen wir zeigen, dass fiir alle v € V' gilt

- > )] ol

(T11.2.2) |Env] < [1 (-1 <AK0K1

Aus der Definition der E; folgt sofort
—-E;+E_,=T,E;_y V1<j<N.

Bezeichne mit P; : V; — V; die orthogonale Projektion bzgl. des Ska-
larproduktes (A-,-). Dann folgt

QiA = AP,
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und damit
(RiA) T, = (RiA) ™ RiQiA
= (RiA) 'R;A P, = P,
d.h. (R;A;)~'T; ist die orthogonale Projektion von V' auf V; bzgl. (A, -).
Damit folgt fiir beliebiges v € V
|Ejvf? = |Ejpl® = T Ejyv + Ejol* — [Ejl?
= (AT3E; 10, T Ej1v)
+ 2(ATE; v, Ejv)
= (ATE; 10, T Ej1v)
+ 2(ATEj v, (I = Tj) Ej1v)
= (AT;Ej 1o, (21 = T})E;j1v)
> (2—-AN)(AT;E;_1v, Ej_10).

Summieren wir diese Ungleichung von 57 = 1 bis IV, so erhalten wir

N
ol = 1Exol? = Y {18500l — 1B}
j=1
(I11.2.3) N
> (2 — A) Z(ACZ}EJ'_IU, Ej_lv).
j=1

Schreibe v = vazl v;. Da (R;A;)"'T; die orthogonale Projektion bzgl.
(A-,-) ist, folgt aus der Chauchy-Schwarzschen Ungleichung und der
ersten Voraussetzung des Satzes 111.2.12

o] = (Av,v)

I
AMZ

(Av,v;)

=1

(A(R;A) ' Tvvy)

I
.MZ

=1

N
<A\ Z(ATZ'U, v;)
i=1

N
<A Tl
i=1

< A_l{iv: |Tiv|2}1/2{§: |vi]2}1/2

=1 =1

N

1/2
< leom{Z \TM} .

i=1



11.2. NUMERISCHE LOSUNG DER DISKRETEN PROBLEME 79

Also ist

N 1/2
(I11.2.4) o] < A‘lKO{Z mu|2}
=1

Aus der zweiten Voraussetzung von Satz [11.2.12 folgt
Z I Tv|* = Z ATw, Tw)

— Z{Z(ATiv,Ti(Ej,l — Ej)v) + (ATivaTiEiflv)}

<AY z_:(ATZ-v, T,E;_1v)
N N

<ar{ > ime} S e}
i=1 Jj=1

und somit
N
> Tl < A°K7 Z T, E;_yv|?
=1 j=1
N
(111.2.5) = N°K}) (AT E; 10, T;E;_v)
j:l
< A°K? Z (AT,E;_ _1v).

Aus den Abschétzungen (I11.2.3) — (111.2.5) erhalten wir
N

[0 = [Exv]* > (2= A) Y (AT} Ej v, Ej_1v)

=1

N
> (2 - A)APK;? Z | Tyv)?

> (2 - MANK 2K 2|2,
Hieraus folgt offensichtlich (I11.2.2) und damit die Behauptung des Sat-
Zes. Il

BEMERKUNG II1.2.13. (1) Wegen der Cauchy-Schwarzschen Un-
gleichung ist die zweite Voraussetzung von Satz I11.2.12 stets mit K <
N erfiillt. Fiir Mehrgitterverfahren bedeutet die Abschétzung Ky < N,
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dass die Konvergenzrate von Algorithmus I11.2.10 sich schlimmsten-
falls wie 1/ In |hy| verhélt. Hiufig kann man jedoch eine VERSCHARFTE
CAUCHY-SCHWARZSCHE UNGLEICHUNG

(Avi, w;) < 4oy

mit v € (0,1) beweisen. Dann ist K; < ﬁ

(2) Da nach Voraussetzung V = S°~  V; ist, ist die Abbildung

N
Vix...xVy> (1)1,...,’01\7) !—)Z’Ui eV
i=1

linear, stetig und surjektiv. Aus dem Satz von der offenen Abbildung
(8IL.5 in Yosida: Functional Analysis) folgt daher, dass die erste Vor-
aussetzung von Satz I11.2.12 ebenfalls stets erfiillt ist. Die Schwierigkeit
besteht darin, eine explizite Abschédtzung von Ky, die moglichst nicht
von N abhéngt, zu finden. Mit Hilfe allgemeiner Sétze der Approxima-
tionstheorie und tiefliegender Charakterisierungen der Sobolevraume
ist dies im Rahmen von Mehrgitterverfahren fiir Finite Element Dis-
kretisierungen in der Tat moglich.

II1.3. Fehlerschitzer und adaptive Gitterverfeinerung

In den §8I1.2 — 11.4 haben wir sog. A PRIORI FEHLERABSCHATZUN-
GEN gezeigt, d.h. wir haben den Fehler der Finite Element Diskreti-
sierung abgeschétzt, ohne dazu das entsprechende diskrete Problem zu
16sen. Die Fehlerabschétzungen sind alle ASYMPTOTISCH, d.h. sie sagen
etwas iiber die Konvergenzgeschwindigkeit des Fehlers aus, wenn die
Elementgrofien gegen Null streben. Fiir ein gegebenes Problem und eine
gegebene Unterteilung sind sie aber unbrauchbar, da sie u.a. von Nor-
men der unbekannten Losung der Differentialgleichung abhéngen. Fiir
die Praxis stellt sich aber natiirlich die Frage nach dem tatséchlichen
Fehler der berechneten Finite Element Losung. Zudem will man i.a.
eine bestimmte Genauigkeit mit minimalem Aufwand, d.h. moglichst
wenigen Elementen erreichen. Diese Fragen werden durch A POSTE-
RIORI FEHLERABSCHATZUNGEN und ADAPTIVE GITTERVERFEINE-
RUNGSTECHNIKEN gelost. Hiermit wollen wir uns in diesem Abschnitt
beschéftigen.

Um die wesentlichen Prinzipien herauszuarbeiten und um techni-
sche Schwierigkeiten zu vermeiden, beschrinken wir uns auf die Reak-
tions-Diffusionsgleichung in  C R? mit homogenen Dirichlet-Randbe-
dingungen und Dreieckselemente der Ordnung k£ > 1, d.h. 7, besteht
aus Dreiecken und X, = S,’f:g.

Zunéchst miissen wir einige zusétzliche Notationen einfiithren. Die
Menge aller Dreieckskanten, die im Innern von €2 liegen, bezeichnen wir
mit &,. Jedes F ist dann die gemeinsame Kante von genau zwei Dreie-
cken, die wir mit Kg; und Kgs bezeichnen. Jedem E € &, ordnen wir
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einen Einheitsvektor ng, der senkrecht auf E steht, zu und bezeichnen
fiir stiickweise stetige Funktionen ¢ mit [¢]g den Sprung von ¢ iiber
E in Richtung ng, d.h.

[olp(x) = tl_l)%}‘r o(x +tng) — tl_l)Ig}’_ o(x —tng) VYx e E.

Der Sprung [p]g héngt von der Orientierung von ng ab. Groflen der
Form [ngVp]g sind aber von der Orientierung von ng unabhingig.
Fir F € &, bezeichnet hg die Linge von E. Wegen der Regularitéts-
bedingung der §§I1.3, 1.4 konnen Groéflen der Form Z;—If:/ und Z—}; mit

KNK'#(und EN K # () nach oben und unten durch die Konstante
cr abgeschatzt werden.

Schliefflich benotigen wir verschiedene Umgebungen von Punkten z €
Ny, Kanten E € &, und Dreiecken K € 7}, (vgl. Abbildung II1.3.1):

W, = SUpp v, = U K',

zEK'
WK = U K/,
KNK'e&y,
o= |J K.
KNK'#0D
wWgp = U K/,
ECOK’
or= |J K.
ENK'#()

Dabei ist v, € Si:g die nodale Basisfunktion zu z, und K N K’ € &,
bedeutet, dass K und K’ eine Kante gemeinsam haben.

Im Folgenden bezeichnen u € H}(Q) und u;, € X, die schwache
Losung der Reaktions-Diffusionsgleichung und ihre Finite Element Ap-
proximation. Wegen des Existenzsatzes 1.3.3 (S. 22) und der Friedrich-
schen Ungleichung 1.1.15 (S. 12) gibt es eine Konstante 5 > 0 mit

Bllu —upl|? < alu — up, v —up).
(6 hangt von €2 und den Koeffizienten A und « des Differentialoperators

ab. Aus dieser Abschétzung folgt insbesondere die STABILITAT, d.h.

1
(II1.3.1) llu—wuplls <= sup a(u—up,v).
ﬁ vEHI(Q)
[ol1=1

Da X;, C H}(9) ist, haben wir die GALERKIN-ORTHOGONALITAT des
Fehlers, d.h.

(I11.3.2) alu —up,vp) =0 Vo, € X,
Die Abbildung

v a(u —up,v) =1(v) — alup,v)
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ABBILDUNG III.3.1. Gebiete wx, i, wg, wg und w,

definiert ein stetiges lineares Funktional auf Hg (). Dies ist das RESI-
DUUM. Als néchstes wollen wir eine Darstellung des Residuums ange-
ben, die praktisch handhabbar ist. Sei dazu v € H}(Q) mit ||v|j; = 1
beliebig, aber fest. Anwenden des GauBschen Integralsatzes auf jedem
Element K € 7, liefert

CL('U,—’U,}“ ) —CL U’ha

/fv—/{Vu AV + aupv}
Z /fv—/ vu;fAvv—/Kauhv}

KeTy,

_ / o+ / (AVup)v

KEeT,
—/ nxi - AVupv
0K

[ )

= /{f—i—V (AVuy) —auh}v

KeTy,
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= /E g - AVun .

Eeé&y,
also
a(u — up,v) = Z / {f+ V- (AVu,) — auy v
K
(I11.3.3) et

_ Z /E[nE-AVuh]EU Yv € H&(Q)

Eegy,

Dabei bezeichnet ny die dulere Normale zu K. Wegen der Galerkin
Orthogonalitét (I11.3.2) kénnen wir auf der rechten Seite von (I11.3.3)
ein beliebiges Element v, € X} von v subtrahieren. Aus der Cauchy-
Schwarzschen Ungleichung fiir Integrale folgt dann

a(u —up,v) < Z |f 4+ V- (AVuy) — aupl| 22k
KeT,
v = onll L2

(I11.3.4)
+ Z ||[nE . AVuh]EHLz(E)

Ee&y

. ||U — Uh||L2(E)~

Als néchstes miissen wir v, € X, geschickt wahlen, so dass die Normen
lv = vl r2x) und ||v — vp||r2(p) moglichst klein werden. Wegen der
Ergebnisse der §§11.3 und I1.4 sind wir versucht, v, = Iv zu wéhlen.
Dies ist aber nicht moglich, da v nur aus H}(f2) ist und damit v
gar nicht definiert ist. Statt dessen konstruieren wir einen sog. QUASI-
INTERPOLATIONSOPERATOR Ry, : Hj(Q) — S, wie folgt:

Fiir jedes z € N}, bezeichnen wir mit 7, : L*(w,) — R
die orthogonale Projektion, d.h.

a1/
Ty = .
P el LT

Dabei ist |w,| die Fliche von w,. Dann ist
(IIL.3.5) Rup = Z ()0,
ZENmQ

Man beachte, dass R fiir alle ¢ € L'(2) definiert ist und dass nur
iiber die Dreieckseckpunkte im Innern von €2 summiert wird.

Satz I11.3.1. Es gibt zwer Konstanten cy, co die nur von der Kon-
stanten cr in der Regularitdtsbedingung an T, abhdingen, so dass fir
alle v € Hy(Q), alle Dreiecke K € Ty, und alle Kanten E € &, gilt

lv = Ryl r2k) < crhi|v]a @),
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lo = Ruvllae) < cohig ol o).

BEWEIS. 1. SCHRITT: Aus der Poincaréschen Ungleichung 1.1.21
(S. 15) folgt fiir jedes z € N}, und jedes ¢ € H'(w,)

lo = w2, < diam(w:)|@lm(w.)-
Wegen der Regularitdtsannahme an 7, gibt es eine Konstante ¢’ mit
diam(w,) < dhg

fiir jedes Dreieck K, das z als Eckpunkt hat.
2. SCHRITT: Bezeichne mit E die horizontale Kante des Referenz-
Dreiecks K. Wegen des Spursatzes 1.1.12 (S. 12) gibt es eine Konstante

¢, so dass fiir alle p € H'(K) gilt

1@l L2y < ellollan i)-
Seien nun K € 7, ein beliebiges Dreieck, F eine Kante von K und
¢ € H'(K). Wihle die affine Transformation Fx : K — K so, dass
E auf E abgebildet wird. Setze ¢ = p o Fx € H'(K). Wegen der
Regularititsannahme an 7;, gilt

hil?| det DFy|™? < chi/?,
hil?|det DFy|"2||DFz < chi?.
Damit folgt durch Transformation auf K
1/2)) »
lellzze = hid* 1l

A1 1/2) A
< chy HSOHHI(k)

1721 s R 1/2
= eIl 0 + 1900k

< eh}f{| det DFee| ™ [l 4,
-1 —1112 2 1/2
+ | det DFye| | DF 2 )

A -1/2 1/2
< ee{ bl + Bilolma b

3. SCHRITT: Sei K € 7}, ein Dreieck, das keinen Eckpunkt auf dem
Rand T' hat. Bezeichne die Menge der Eckpunkte von K mit N (K).

Dann ist
Z v, =1 auf K.
2eN(K)

Damit folgt aus Schritt 1

lv = Rivllzgey = | D va(v = m0)ll2a)
zeN(K)
< >0 oo = 7o)l

zeN(K)
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S Z HU_T(-Z/U”LQ(K)
zeN(K)

< Z v = 2] L2(.)
zeN(K)

< > chglvlme,
zeN(K)

< C/hK|U‘H1(a;K)-

4. SCHRITT: Betrachte nun ein Dreieck K, das mindestens einen Eck-
punkt auf dem Rand I' hat. Dann gilt auf K

v— Ryv = E VU — g VT,V

zeN(K) ZEN(K)QN}LQ
= Z v, (v — ) + Z VTV
2eN(K) 2EN (K)\Np,0

und somit

lv = Rvllze < D Hlva(v = mv)ll 2
zeN(K)

+ Z HUZWZUHL?(K)-

ZE./\/’(K)\./\/’hyg

Der erste Summand wurde bereits in Schritt 3 abgeschétzt. Sei also
z € N(K)\Wh.q ein Eckpunkt von K, der auf I' liegt. Dann ist

|lv.m0|| r2(ry < chic|m.v].

Da z € T ist, gibt es ein Dreieck K’ € 7, und eine Kante E' von K’, so
dass z ein Endpunkt von £’ und E’ C T ist. Da u auf E’ verschwindet,
folgt mit Schritt 2

0] = b 1m0 2
= bl — 70| 2y

Séc{h;m 1/2||v—7rzv||L2 Ky + hp 2 1/2|v 7TZU|H1(K/)}

< écl{hl—{lﬂv — WZUHLQ(K’) —+ |U|H1(K’)}~

Dabei haben wir ausgenutzt, dass |v —m.v| g1 (k) = |v] g1 (k) ist, da w0
konstant ist. Aus diesen Abschéitzungen folgt die Behauptung fiir K.

5. SCHRITT: Sei F € &, eine Kante, die keinen Eckpunkt auf dem
Rand T' hat. Bezeichne mit AV (E) die Menge der Eckpunkte von E.

Dann ist
Z v,=1 auf E.
zEN(E)
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Hieraus und aus Schritt 1 und 2 folgt

lv = Ruvllraey = 1| D va(v —mv)| 2
2N (E)
< Z [ve(v = m0)| L2(m)
zZeN(E)
< Z lv = 7.0 L2(m)
zeN(E)
<y ec{h;gﬂ/2||v—wzv||L2(KE)
2eN(E)
+ h1/2|’U 7TZU|H1(KE)}

IN

Z éCh%; "U ’Hl (ws)

2EN(E)
< édhy 2 ] b

(0g)-

Dabei bezeichnet K ein Dreieck, das E als Kante hat.
6. SCHRITT: Betrachte nun eine Kante F, die einen Endpunkt auf dem
Rand I' hat. Dann ist auf £

v— Ryv = Z v, (v — ) + Z VLT,

2eN(E) zeN(E)\Nh,0

Der erste Summand wird wie in Schritt 5 abgeschétzt. Der zweite Sum-
mand wird mit den gleichen Methoden wie in Schritt 4 behandelt.
Hieraus folgt dann die Behauptung fiir E. U

Wir greifen nun die Abschétzung (I11.3.4) wieder auf. Wir setzen
v, = Ry, benutzen Satz 111.3.1 und wenden die Cauchy-Schwarzsche
Ungleichung fiir endliche Summen an:

a(u —up,v) < ¢ Z hillf+V - (AVup) — | L2 (60) [0 1130
KeT,

+er Y hfPllng - AVuslpll e vl o)

Eeg&y,

{Z hicllf +V - (AVuy) — auhH%Q(K)}l/Q

KeT,

{Z |v|2 }1/2
HY(&K)

KeTy,

{3 hellng - AVl )

Ee&y
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1/2
X Wl }

Eet&y,
<ol { D BElS + V- (AVun) — aunlfag
KeT,
1/2
AN

Dabei haben wir im letzten Schritt die Regularitdtsbedingung an 7,
ausgenutzt. Hieraus und aus (II1.3.1) folgt insgesamt

(II1.3.6) llu —up|l1 < en
mit

1= { X}

KeT,

(I11.3.7) { %+ V- (AVu) — |72

1/2
+ > helling - AV pls b
EcaK\r

Der Faktor % vor der zweiten Summe in ng beriicksichtigt, dass bei

Summation iiber alle Dreiecke jede innere Kante doppelt gezdhlt wird.

Ungleichung (II1.3.6) ist eine A POSTERIORI FEHLERABSCHAT-
ZUNG. Die Grofle n kann aus den gegebenen Daten f, A, a und der
berechneten numerischen Losung w, a posteriori berechnet werden.
Sie heifit daher auch A POSTERIORI FEHLERSCHATZER. Ungleichung
(II1.3.6) zeigt, dass der Fehlerschitzer ZUVERLASSIG ist, d.h. ist n < ¢,
so ist der Fehler ebenfalls (bis auf einen Faktor) nicht groler als €. Die
Kontrolle von n erlaubt also, eine vorgegebene Toleranz zu erreichen.
Um dies mit einem minimalen Aufwand zu erreichen, reicht die obere
Schranke (II1.3.6) nicht aus. Wir miissen zusétzlich garantieren, dass n
den Fehler nicht iiberschétzt und die rdumliche Verteilung des Fehlers
auch richtig widerspiegelt. Dies nennt man EFFIZIENZ. Sie ist gegeben,
wenn es gelingt, den Fehler auch nach unten durch 7 abzuschétzen.

Um dies zu erreichen, bendtigen wir einige zusétzliche Notationen.
Bezeichne mit f, irgendeine, im Folgenden feste Finite Element Ap-
proximation an f, z.B. die L?-Projektion auf die stiickweise konstanten
Funktionen S,?’*l. Fiir ein gegebenes Dreieck K bezeichne mit z1, 29,
z3 seine Eckpunkte und setze

Y = 2Tv,,v,,v,, auf K.
Wie man leicht nachpriift, hat )i folgende Eigenschaften

l/JK EP?):
Y >0 auf K,
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Vg =0 auf 0K,
max P () = 1.
Insbesondere kann also ¢y durch Null zu einer Funktion aus HJ(€2)
forgesetzt werden.
Fiir eine Kante E € &, nummerieren wir die Eckpunkte der angren-
zenden Dreiecke Kg; und Kpgo so, dass die Endpunkte von E zuerst

numeriert werden. Bezeichnen v, ;, v, i, V., ; die nodalen Basisfunktio-
nen zu Kg;, 1 = 1,2, so definieren wir

Vg =40, v, auf Kg;, 1 =1,2.

Offensichtlich hat ¢ g folgende Eigenschaften

’l/JE & C(WE)

wE|KEZ € PQ: L= ]-727
Yp >0 auf wg,
Y =0 auf dwg,
Iileag@/}E(m) =1.

Fiir eine Dreieckskante E € &, bezeichnen wir mit Py (F) die Polynome
von Grad < k in einer Variablen auf E. Jedes ¢ € Pi(F) kann in

kanonischer Weise zu einem Polynom vom Grad < k in zwei Variablen
auf R? fortgesetzt werden. Diese Fortsetzung bezeichnen wir wieder mit

@.

SAaTz I11.3.2. Fiir jedes Dreieck K € Ty, jede Kante E € &, jedes
v € Py, und jedes o € P(E) gilt

12
csl|v] L2y < {/K Yrv }

< [Jollz2x),
cahid [0roll 2y < [Wkvla i

< eshid kvl 2.

12
cllol|l2my < {/E@DEU }

< loll2(my,
g [WYeoller) < Weolm ws)
< eshig' V80| L2(wp),
V50| 20wr) < ol 0|2,

Die Konstanten cs, ..., cq hingen nur von k und der Grofle ¢z in der
Regularititsannahme an 7;, ab.

BEWEIS. Die obere Schranke in der ersten Abschéitzung folgt aus
der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung.
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Wie man leicht nachrechnet, definiert f s UKok ww? eine Norm auf Py.
Da auf endlich dimensionalen Réumen alle Normen #quivalent sind,
gibt es eine Konstante ¢ mit

R 1/2
Nely < { [ dwoFrew?}” vuem
K
Anwenden des Transformationssatzes liefert

&llvll L2y = ¢l det DFg|?||v o Ficll 1)

1/2
< |detDFK\1/2{/ wKOFK<UOFK)2}
K

={ [ o}

und beweist die untere Schranke der ersten Abschétzung.
Da ¢k o Fk in den Eckpunkten von K verschwindet, definiert [ix o
Frw|m (R) eine Norm auf Py. Mithin gibt es zwei Konstanten ¢; und
62 mit

Gillvk o Frw 2y < [k © Frwl| gy
Hieraus und aus dem Transformationssatz folgt die zweite Abschét-
zung.

Die Abschétzungen fiir o folgen mit den gleichen Argumenten wie die-
jenigen fiir v. U

Sei nun K € 7, beliebig. Setze
WK = wK(fh -+ V- (AVuh) — auh).
Wegen Satz I11.3.2 ist

Allfn+ V- (AVuy) — Oéuh||2Lz(K) < / wg (fn + V- (AVuy) — auy).
K

Setzen wir wg als Testfunktion v in II1.3.3 ein und beriicksichtigen,
dass wg auf K und auflerhalb von K verschwindet, so erhalten wir

/KwK(chrV'(AVUh)—OWh)
:/KwK(f—l—V-(AVuh)—auh)+/KwK(fh_f)
:a(u—uh,wK)—l—/wK(fh—f)

K
<lal|czllu - UhHHl(K)HwKHHl(K) + I fn— f”L?(K)HwKHL?(K)-

Offensichtlich ist
lwi |2y < || o+ V- (AVuR) — aug| 2k
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Aus Satz I11.3.2 folgt weiter
/
ol iy = { o) + e §

1/2
< {1+ h} ol
< chiM | fa + V- (AVw) — aup|r2x).-
Aus diesen Abschétzungen und der Dreiecksungleichung ergibt sich
hi|lf +V - (AVur) — aupl| L2

< e{lu = unllin o) + hicllf = full 2o §-

Sel nun E € &, eine Kante. Setze

(I11.3.8)

wg =Yg [TLE : AVUh]E-

Wegen Satz 111.3.2 ist

g - AVun g2 < / walng - AV s,

E

Setzen wir wg als Testfunktion v in (II1.3.3) ein und berticksichtigen,
dass wg auf dwg und auBerhalb wg verschwindet, so folgt

E

- / (f +V - (AVuy) — aup)we — a(u — up, wg)

<|f+ V- (AVu) = |2 wp) | wel 22w
+ llallz2lu = unll @ llwel 1 wp)
Wegen Satz [11.3.2 ist
lwsllzzr) < eohif®wellzze)
< C7h115/2|| g - AVuy|el L2k
und
lwell s < chp'llwellLe
< ¢hig" g - AV gl 2.
Aus diesen Abschétzungen und (I11.3.8) ergibt sich insgesamt
hig |l - AV gl 2y
< c{llu = unllmiop) + hellf = full 2 }-

Aus den Abschétzungen (I11.3.8), (I11.3.9) und der Definition (I11.3.7)
erhalten wir folgende LOKALE UNTERE FEHLERSCHRANKE

(I11.3.10) e < e{llu = unllm @) + heellf = fall 2 }-

(I11.3.9)
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Summation iiber alle Dreiecke liefert zudem die GLOBALE UNTERE
FEHLERSCHRANKE

(L3.11) "= C{Hu —unly+{ D hicllf - th%Q(K)}l/z}

KeT,

In beiden Abschéatzungen sind die f— fj,-Terme Storterme hoherer Ord-
nung, die zudem a priori allein aus der Kenntnis der Daten kontrolliert
werden konnen, ohne eine Differentialgleichung oder Diskretisierung zu
16sen.

Wir fassen unsere Ergebnisse zusammen:

SaTz 111.3.3. Bezeichne mit u € HY(Q) und uj, € X}, die schwache
Losung der Reaktions-Diffusionsgleichung und thre Finite Element Ap-
proximation. Fir jedes Element K € T, definiere den Fehlerschditzer
K durch

Nk = {h%(Hf + V. (AVuy) — OéUh||%2(K)

1 1/2
+5 > helline - AValeli |
ECOK\T

Dann gibt es drei Konstanten Cy, Cy und Cs, die nur von dem Poly-

nomgrad k des Finite Element Raumes X und der Regularititskon-

stanten cy der Unterteilung T, abhdngen, so dass die folgenden a pos-
teriori Fehlerabschdtzungen gelten

1/2

he—unlly < {2 mic}

KeT,
nx < Co{llu = unll i) + hellf = fall 2 )

/
(S <ofle—wl+ {30 BS = Al }

KETh KETh

BEMERKUNG [II1.3.4. (1) Die Abschatzungen (II11.3.6), (II1.3.10)
und (I11.3.11) zeigen, dass der Fehlerschitzer n zuverlédssig und effizi-
ent ist. Es ist nicht verwunderlich, dass wir nur in einer Richtung lokale
Schranken erhalten. Denn die Abschétzung (I11.3.6) benétigt den inver-
sen Differentialoperator, der ein globaler Operator ist. Die Abschétzung
(II1.3.10) dagegen benutzt nur den Differentialoperator, der ein lokaler
Operator ist.

(2) Die GroBe f4V-(AVuy,)—auy, ist das Residuum der Finite Element
Approximation uy bzgl. der starken Form der Differentialgleichung. Die
GroBe [ng - VAuy)g ist der Sprung des Spuroperators, der auf kano-
nische Weise die starke und schwache Form der Differentialgleichung
verkniipft.

(3) Ahnliche Ergebnisse gelten fiir die Konvektions-Diffusionsgleichung.
A priori hingen die Konstanten in den Fehlerabschiatzungen von der
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Péclet-Zahl ab und wachsen fiir abnehmende Diffusion an. Dieser Ef-
fekt kann durch eine verbesserte Analyse vermieden werden.

(4) Es gibt auch andere Fehlerschiitzer, die z.B. auf der Losung lokaler,
diskreter Dirichlet- oder Neumann-Probleme beruhen. Mit technischem
Mehraufwand lassen sich fiir diese Schétzer zu (I111.3.6), (I11.3.10) und
(II1.3.11) analoge Abschétzungen beweisen.

Wir wenden uns nun dem Problem der adaptiven Gitterverfeinerung
zu. Zunéchst konnte man versuchen, den geschétzten Fehler n iiber al-
le Unterteilungen 75, mit einer gegebenen Elementzahl zu minimieren.
Dies ist jedoch ein hochgradig nicht lineares, extrem aufwéndiges Op-
timierungsproblem. Einfache heuristische Argumente zeigen anderer-
seits, dass bei einer optimalen Triangulierung alle Elemente etwa den
gleichen Beitrag zu 7 liefern. Dies legt es nahe, Elemente, die einen
zu groflen Beitrag ny liefern, zu unterteilen, und fiihrt auf folgenden
Algorithmus.

ALGORITHMUS II1.3.5. (ADAPTIVE GITTERVERFEINERUNG )

0) Bestimme eine grobe Triangulierung Ty, von ). Setze k = 0.
Lése das diskrete Problem zur Triangulierung 7Ty, .

Berechne ni, K € Ty, , und n, = max ng.
KEThk

1)

2)

3) Falls ny, < € ist, beende das Verfahren, sonst gehe zu 4.

4) Verfeinere alle Dreiecke K € Ty, mit ng > ~yny. Verfeinere
evtl. weitere Dreiecke, um eine zuldssige Triangulierung Tp,
zu erhalten. Erhéhe k um 1 und gehe nach 1 zuriick.

(
(
(
(
(

In Algorithmus II1.3.5 ist v ein zu wéhlender Parameter mit 0 <
v < 1. Ist v ~ 0, werden viele Elemente verfeinert; ist v ~ 1, werden
nur sehr wenige Elemente unterteilt. In der Praxis wahlt man héaufig
~v = 0.5. Algorithmus I11.3.5 kann auch ggf. durch eine Vergroberungs-
strategie ergénzt werden. Dies ist fiir zeitabhéngige Probleme wichtig.

Man kann zeigen, dass Algorithmus II1.3.5 linear konvergiert, d.h.
es gibt eine Konstante 0 < k < 1, die nur von den Daten A und «
abhéngt, so dass mit jeder Iteration von Algorithmus I11.3.5 der Fehler
zwischen der schwachen Losung der Differentialgleichung und der Finite
Element Losung auf dem aktuellen Gitter gemessen in der H'-Norm
mindestens um den Faktor s reduziert wird.

Fiir die praktische Realisierung von Algorithmus I11.3.5 miissen wir
noch beschreiben, wie Dreiecke verfeinert werden und wie die Zuldssig-
keit der verfeinerten Triangulierung gesichert werden kann. Dabei miis-
sen wir beachten, dass alle Triangulierungen die Regularitédtsbedingung
erfiillen sollen, d.h. die Dreieckswinkel sollen nicht zu klein oder zu
gro} werden. Dazu fithren wir folgende Sprechweise ein (vgl. Abbil-
dung I11.3.2 und II1.3.3):

e Ein Dreieck wird ROT unterteilt, wenn seine Kantelmittel-
punkte miteinander verbunden werden.
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e Ein Dreieck wird BLAU unterteilt, wenn der Mittelpunkt der
langsten Kante mit dem gegeniiberliegenden Eckpunkt und
dem Mittelpunkt einer weiteren Kante verbunden wird.

e Ein Dreieck wird GRUN unterteilt, wenn der Mittelpunkt der
langsten Kante mit dem gegeniiberliegenden Eckpunkt ver-
bunden wird.

e Ein Dreieck hat einen (oder mehrere) HANGENDEN KNOTEN,
wenn K nicht unterteilt wurde, aber eines (oder mehrere) der
angrenzenden Dreiecke unterteilt wurde.

Dabei bedeutet ,,angrenzend“, dass die betreffenden Dreiecke eine Kan-
te gemeinsam haben.

ABBILDUNG III.3.2. Rote, griine und blaue Untertei-
lung eines Dreieckes

ABBILDUNG II1.3.3. Beispiel fiir einen hingenden Kno-
ten e

Eine rote Unterteilung erzeugt offensichtlich dhnliche Dreiecke und
verdndert somit die Winkel nicht. Die Vorgabe, primér die langste Kan-
te zu unterteilen, sichert bei der griinen und blauen Unterteilung, dass
der kleinste Winkel nicht verkleinert wird. Offensichtlich ist eine Tri-
angulierung genau dann zuléssig, wenn kein Dreieck hdngende Knoten
hat.

Schritt (4) von Algorithmus I11.3.5 wird nun geméf folgender Regeln
durchgefiihrt:

o Ist nx > yn, unterteile K rot.

e Hat K drei hingende Knoten, unterteile K rot.

e Hat K zwei hingende Knoten, von denen keiner auf der langs-
ten Kante liegt, unterteile K rot.

e Hat K zwei hingende Knoten, von denen einer auf der langsten
Kante liegt, unterteile K blau.

e Hat K einen hiéngenden Knoten, unterteile K blau, wenn der
héingende Knoten nicht auf der lingsten Kante liegt, sonst
unterteile K griin.



94 III. PRAKTISCHE ASPEKTE

Man kann zeigen, dass dieser Algorithmus in endlich vielen Schritten
eine verfeinerte Triangulierung erzeugt, die den oben diskutierten Vor-
gaben geniigt.

Die bisherigen Ergebnisse, insbesondere Satz I11.3.3 und Algorith-
mus [11.3.5, kénnen direkt auf Unterteilungen in Parallelogramme iiber-
tragen werden. Dabei konnen (und miissen bei lokaler Unterteilung)
Dreiecke und Parallelogramme gemischt werden. Bei der Unterteilung
der Parallelogramme muss man offensichtlich neben der roten Untertei-
lung in vier neue dhnliche Parallelogramme zusétzliche Unterteilungen
fiir Elemente mit 1, 2 und 3 hingenden Knoten vorsehen. Diese Regeln
sind in Abbildung II1.3.4 veranschaulicht.

ABBILDUNG III.3.4. Rote, griine und blaue Untertei-
lung eines Parallelogramms

N

\J e

H~

ABBILDUNG III.3.5. Feinstes adaptives Dreiecksgitter
fir das Problem aus Beispiel I11.3.6(1)

BEispIEL I11.3.6. (1) Wir betrachten wie in Beispiel I11.2.2 (S. 67)
die Poissongleichung mit inhomogenen Dirichlet-Randbedingungen in
dem L-férmigen Gebiet (—1,1)%\[(0,1) x (—1,1)] mit exakter Losung

w=rs sin(zgp).
3
Als grobstes Gitter verwenden wir einmal eine Triangulierung mit 6
gleichschenklig rechtwinkligen Dreiecken mit Hypotenusen in Richtung
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ABBILDUNG III.3.6. Feinstes adaptives Vierecksgitter
fir das Problem aus Beispiel I11.3.6(1)

(1, —1) und einmal eine Unterteilung in 3 Quadrate der Kantenlénge
1. Wir l6sen die Differentialgleichung nédherungsweise einmal mit ei-
ner uniformen Verfeinerung und einmal mit einer adaptiven Verfei-
nerung geméafl Algorithmus II1.3.5 basierend auf dem Fehlerschétzer
aus Satz [11.3.3. Dabei wird die uniforme Verfeinerung so lange durch-
gefiihrt, bis die Speicherkapazitét des benutzten Rechners (ein Macin-
tosh G4-Powerbook) erschopft ist. Der adaptive Algorithmus wird so
lange durchgefiihrt, bis er eine Nédherungslosung liefert, die etwa die
gleiche Genauigkeit hat wie die Finite Element Losung auf dem feins-
ten uniformen Gitter. In Tabelle ITI.3.1 geben wir fiir diese Beispiele
jeweils die Zahl L der Gitter, die Zahl N der Unbekannten auf dem
feinsten Gitter, den relativen Fehler gemessen in der H!-Norm in Pro-
zent auf dem feinsten Gitter und die Gesamtrechenzeit T in Sekunden
an. Abbildungen I11.3.5 und II1.3.6 zeigen die feinsten bei der adapti-
ven Verfeinerung erzeugten Gitter.

(2) Wir betrachten die Reaktions-Diffusionsgleichung mit inhomogenen
Diricht-Randbedingungen auf dem Quadrat (—1,1)?. Die Randfunkti-
on up, die rechte Seite f und der Reaktionsterm « sind so gewéhlt,
dass die exakte Losung gegeben ist durch

1
u = tanh(100(z? + y* — 1)) - 1.

Die exakte Losung hat eine scharfe innere Grenzschicht entlang des
Randes des Kreises um Null mit Radius % Als grobstes Gitter verwen-
den wir einmal eine Triangulierung mit 8 gleichschenklig rechtwinkligen
Dreiecken mit Hypotenusen in Richtung (1, —1) und einmal eine Un-
terteilung in 4 Quadrate der Kantenlénge 1. Ansonsten gehen wir wie
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in Teil (1) vor. Die Ergebnisse sind in Tabelle I11.3.2 wiedergegeben.
Abbildungen II1.3.7 und I11.3.8 zeigen die feinsten bei der adaptiven
Verfeinerung erzeugten Gitter.

TABELLE III.3.1. Vergleich uniformer und adaptiver
Verfeinerung fiir das Problem aus Beispiel 111.3.6 (1)

Dreiecke Vierecke
uniform | adaptiv | uniform | adaptiv
L 5 5 ) 5
N 2945 718 2945 405
(%) 1.3 1.5 3.6 3.9
T(s) 0.69 0.48 0.7 0.33

TABELLE III1.3.2. Vergleich uniformer und adaptiver
Verfeinerung fiir das Problem aus Beispiel 111.3.6 (2)

Dreiecke Vierecke
uniform | adaptiv | uniform | adaptiv
L 5 8 ) 6
N 3969 2934 3969 2466
e(%) 3.8 2.8 6.1 4.5
T(s) 0.93 0.72 0.92 0.65

ABBILDUNG II1.3.7. Feinstes adaptives Dreiecksgitter
fir das Problem aus Beispiel 111.3.6(2)
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ABBILDUNG III.3.8. Feinstes adaptives Vierecksgitter
fiir das Problem aus Beispiel 111.3.6(2)

111.4. Implementierung

In diesem Abschnitt gehen wir kurz auf die Implementierung der
Methoden der letzten Paragraphen und die dafiir benétigten Java-
Datenstrukturen ein. Um die Notationen und den technischen Aufwand
moglichst gering zu halten, beschranken wir uns auf zweidimensionale
Probleme und lineare Dreiecks- und bilineare affine Viereckselemen-
te. Wir erinnern daran, dass die beschriebenen Methoden als Java-
Demonstrationsapplet implementiert sind und unter der Adresse

http://www.rub.de/numl/demo/alf/ALF.html
zur Verfiigung stehen. Eine Benutzeranleitung ist unter der Adresse
http://www.rub.de/numl/demo/alf/ALFUserGuide.htm
online verfiighar bzw. kann unter der Adresse
http://www.rub.de/numl/demo/alf/ALFUserGuide.pdf

als pdf-Datei heruntergeladen werden.
Die Java-Klasse node realisiert das Konzept eines Knotens, d.h.
eines Elementeckpunktes. Sie hat folgende Mitglieder:

e c: Dies ist ein zweidimensionales Feld vom Typ double und
speichert die euklidischen Koordinaten des betreffenden Kno-
tens.


http://www.rub.de/num1/demo/alf/ALF.html
http://www.rub.de/num1/demo/alf/ALFUserGuide.htm
http://www.rub.de/num1/demo/alf/ALFUserGuide.pdf
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e t: Diese Grofle vom Typ integer beschreibt den Typ des Kno-

tens. Es ist

(0 falls der Knoten im Innern des

Gebietes liegt,

k k > 0, falls der Knoten auf dem
k-ten Dirichletrand liegt,

—k k> 0,falls der Knoten auf dem
k-ten Neumannrand liegt.

\

e d: Diese Grofle vom Typ integer gibt die Nummer des Frei-
heitsgrades des betreffenden Knotens an. Sie ist gleich —1, falls
der Knoten kein Freiheitsgrad ist.

Das Attribut d beriicksichtigt, dass nicht jeder Knoten ein Freiheits-
grad ist, z.B. weil er auf einem Dirichletrand liegt. Fiir die Effizienz der
Losungsalgorithmen ist es aber wichtig, Freiheitsgrade fortlaufend zu
nummerieren, damit z.B. Vektoradditionen und Skalarprodukte durch
einfache Schleifen realisiert werden kénnen. Durch das Attribut d wird
eine einfache Verbindung zwischen der Menge der Knoten und der Teil-
menge der Freiheitsgrade hergestellt.

Die Java-Klasse element realisiert das Konzept eines Elementes.
Sie hat folgende Mitglieder:

e nv: Diese Gréfle vom Typ integer gibt die Zahl der Element-
eckpunkte an und legt damit den Elementtyp, d.h. Dreieck
oder Viereck, fest.

e v: Dies ist ein Feld der Lénge 4 vom Typ integer. Es gibt
die globalen Nummern der Elementeckpunkte an. Lokal, d.h.
innerhalb des Elementes, werden die Eckpunkte fortlaufend
beginnend mit 0 im mathematisch positiven Sinn durchnum-
meriert. Falls das Element ein Dreieck ist, ist v[3] = —1.

e e: Dies ist ein Feld der Lénge 4 vom Typ integer. Es be-
schreibt die Nachbarschaftsbeziehungen zwischen den Elemen-
ten. Es gilt

(

J falls die i-te Kante des
Elementes an das Element
mit der Nummer j grenzt,

-1 falls die i-te Kante des
Elementes Teil eines geraden
Randstiickes des Gebietes ist,

—k —2 k> 0,falls die i-te Kante des
Elementes Teil des k-ten
gekriimmten Randstiickes des
Gebietes ist.
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Dabei werden die Kanten so nummeriert, dass die Kante mit
Nummer ¢ die Eckpunkte ¢ + 1 und ¢ + 2 als Endpunkte hat
(vgl. Abbildungen I11.4.1 und I11.4.2), wobei Ausdriicke der
Form i+ 1, i + 2 usw. immer modulo der Grofie nv zu nehmen
sind.

e p: Diese Grole vom Typ integer gibt die Nummer des Eltern-
elementes des betreffenden Elementes an.

e t: Diese GroBle vom Typ integer beschreibt den Verfeine-
rungstyp des Elementes. Es ist (vgl. Abbildungen I11.4.1 und

111.4.2)
(0 falls das Element nicht
unterteilt wird,
5 falls das Element rot
unterteilt wird,
- 1+ 1 falls die i-te Kante

unterteilt wird,
1+ 1455 falls die Kanten ¢ und 7 + j,
7 > 0, unterteilt werden,
1+ 35 falls die Kanten 7,7 4+ 1 und
1 + 2 unterteilt werden,

\

e c: Diese Grofle vom Typ integer gibt die Nummer des ersten
Kindes des Elementes an. Die weiteren Kinder werden wie in
Abbildungen I11.4.1 und I11.4.2 angegeben fortlaufend num-

meriert.

Auf den ersten Blick mag es ungewohnlich erscheinen, die Informa-
tionen iiber Knoten und Elemente in verschiedenen Klassen zu halten.
Dieser Ansatz bietet aber einige Vorteile:

e Er reduziert den Speicherbedarf. Die Koordinaten eines Kno-
tens miissen so nur einmal gespeichert werden. Wenn Knoten
und Elemente in einer gemeinsamen Klasse gehalten werden,
miissen die Knotenkoordinaten etwa 4 bis 6 mal gespeichert
werden.

e Die Elemente repréisentieren die Topologie des Gitters, die un-
abhéngig ist von der aktuellen Positionierung der Knoten. Die-
se dndert sich z.B. nicht, wenn Knoten verschoben werden.
Daher ist es bei dem bestehenden Ansatz wesentlich einfacher,
sogenannte Gitterglattungsalgorithmen (mesh smoothing al-
gorithms), die nur die Position der Knoten nicht aber die Git-
tertopologie beeinflussen, zu implementieren.

Bei der Gitterverfeinerung sind die Knoten komplett hierarchisch,

d.h. ein Knoten der Unterteilung 7; ist auch Knoten jeder Unterteilung
7; mit j > i. Daher kénnen alle Knoten in einem Feld vom Typ node
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i+2 N it i+2 i+1
+3) +0 +1
1 )

A +(i+1) +(i+2) o A >

il i i+2 i+l i i+2
(A (A
i+2 i+1 i+2 o i+1
+0 +0

0 T2 0 0 +1 0

i+1 i i+2 i+1 i i+2

ABBILDUNG II1.4.1. Nummerierung der Eckpunkte und
Kanten eines Dreieckes und seiner Nachfahren. Die Zah-
len ,...,74 2 sind modulo 3 zu nehmen. Fehlende Num-
mern von Eckpunkten innerhalb eines Elementes sind
durch fortlaufende Nummerierung im mathematisch po-
sitiven Sinn zu ergénzen. Ein Elementeintrag +(k) be-
deutet, dass das Element die Nummer j 4 k erhélt, wenn
j der Wert des Attributes ¢ des Elternelementes ist.

konsekutiv gespeichert werden. Ein Knoten wird zu dem Feld hinzu-
gefiigt, sobald er bei einer Elementunterteilung erzeugt wird.

Da die Gitter i.a. nur teilweise verfeinert werden, sind die Elemen-
te nicht komplett hierarchisch. Daher wird die Information iiber alle
Elemente aller Unterteilungen gespeichert. Dies geschieht mittels eines
Feldes vom Typ level. Seine Lange ist die maximal mogliche Zahl von
Verfeinerungsstufen. Die Java-Klasse level hat folgende Mitglieder:

e nn: die Zahl der Knoten des aktuellen Gitters,
e cn: die kumulative Zahl der Knoten des aktuellen und aller
groberen Gitter,
first: die Adresse des ersten Elementes des aktuellen Gitters,
last: die Zahl der Elemente des aktuellen Gitters,
nt: die Zahl der Dreiecke des aktuellen Gitters,
nq: die Zahl der Vierecke des aktuellen Gitters,
ne: die Zahl der Kanten des aktuellen Gitters,
dof: die Zahl der Freiheitsgrade des aktuellen Gitter.
Alle GroBlen haben den Typ integer.

Bezeichnet 11 das Feld vom Typ level, das die Gitterinformation
speichert, hat daher eine Schleife iiber alle Knoten des Gitters k£ die
Form

for(i = 0; i < 11[k].nn; i++){...}.
Eine Schleife iiber alle Elemente des Gitters k dagegen hat die Form
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i+2 i i+1
0 0
+(i42) +(i+1)
i+1 i+3
+(i+3) +(4)
0 0
i+3 i+2 i
i+2 i i+1 i+2 i i+1
0 0 0
0
+1 +0
i+3 i+1 11 40 i+3
+2
0
i+3 i+2 i i+3 i+2 i
i+2 i i+1 i+2 i i+1
0 0 0
+4 +4
+0 +0
+3 i+3 i+1 +3 i+3
0
+1
+2 +1
+2
0 0
0 0 0
i+3 i+2 i i+3 i+2 i

ABBILDUNG II1.4.2. Nummerierung der Eckpunkte und
Kanten eines Viereckes und seiner Nachfahren. Die Zah-
len ,...,74 3 sind modulo 4 zu nehmen. Fehlende Num-
mern von Eckpunkten innerhalb eines Elementes sind
durch fortlaufende Nummerierung im mathematisch po-
sitiven Sinn zu ergénzen. Ein Elementeintrag +(k) be-
deutet, dass das Element die Nummer j + k erhélt, wenn
j der Wert des Attributes ¢ des Elternelementes ist.

for(i

11[[k] . first; i < 11[k].last; i+){...}.

Fiir das Aufstellen des diskreten Problems muss man die Grofien

b; = l(v;) und a;; = a(v;, v))
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berechnen. Dabel ist v; die nodale Basisfunktion zum i-ten Knoten.
Die Berechnung geschieht elementweise. Auflerdem ist zu beachten,
dass Knoten auf dem Dirichletrand, die kein Freiheitsgrad sind, aus-
geblendet werden. Bezeichne fiir ein Element K mit [ bzw. ax die
Einschrinkung von [ bzw. a auf das Element K, d.h. die Integrale wer-
den nur bzgl. K genommen, und mit vertices das Feld vom Typ node
das die Knoteninformation enthélt. Dann erfolgt die Berechnung der
rechten Seite und der Steifigkeitsmatrix nach folgendem Schema:

fiir alle Elemente K des aktuellen Gitters
fiir alle Knotennummern v von K

j = vertices[K.v[i]|.d

bj = bj + ZK(UZ)

fiir alle Knotennummern | > i von K
m = vertices[K.v[l]].d
Umj = Ay + ax (vg, v;)

Dabei wird lx(v;) mit einer Quadraturformel berechnet. Fiir ein
Dreieck und die Formel aus Beispiel I11.1.1(2) (S. 63) ergibt sich z.B.

%D{f(%@i + 2i+1)) + f(%(zi + 2i+2>) }

Dabei sind zq, 29, z3 die Eckpunkte von K und

lK(Ui) =

D = det(zy — 21,23 — 21)-

AuBlerdem sind die Indizes 7 + 1 und ¢ + 2 modulo 3 zu verstehen.
Ahnliche Formeln ergeben fiir Vierecke.

Ganz analog geht man bei der Berechnung der Groflen ax (v, v;)
vor. Dabei sind zusétzlich folgende Punkte zu beachten:

e Bei Dreieckselementen sind die Ableitungen der Basisfunktio-
nen stiickweise konstant.

e Bei Viereckselementen ist die partielle Ableitung nach = bzw.
y einer Basisfunktion eine lineare Funktion nur der Variablen
y bzw. x.

e Die Steifigkeitsmatrix ist diinn besetzt; das Element i, j ist
hochstens dann von Null verschieden, wenn die entsprechenden
Eckpunkte auf einer gemeinsamen Elementkante liegen.

Damit ergibt sich fiir den Gradienten Vgv; der Basisfunktion v;
eingeschrinkt auf das Element K die Formel

1 (Zi+2,1 —Zi1 — (Zi+2,2 - 212))

VKUZ‘ = —
Zi41,2 — Zi2 — (Z¢+1,1 - Zi,l)

D

Eine analoge Formel gilt fiir Vv;. Da die Ableitungen konstant sind
konnen die Integrale mit der Mittelpunktsregel aus Beispiel I11.1.1(1)
(S. 63) berechnet werden.

Bei Viereckselementen geht man analog vor. Da die Ableitungen linear
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sind, konnen sie wieder durch Differenzenquotienten und die Integrale
durch die Simpsonregel aus Beispiel I11.1.1(7) (S. 63) berechnet werden.

Die diinne Besetzung der Steifigkeitsmatrix wird durch folgende
spezielle Speichertechnik beriicksichtigt:

e Es werden nur die von Null verschiedenen Matrixelemente ge-
speichert.

e Die relevanten Matrixelemente werden hintereinander in einem
Feld m vom Typ double abgelegt.

e Ein zusétzliches Feld ¢ vom Typ integer speichert den Spal-
tenindex des entsprechenden Eintrages in m, d.h m[i| steht in
der Spalte c[].

e Ein zusétzliches Feld r vom Typ integer speichert den Beginn
der Zeilen, d.h. alle Eintrige m[i] mit r[k] < i < r[k+1] stehen
in der k-ten Zeile.

e Ein zusétzliches Feld d vom Typ integer speichert die Adres-
sen der Diagonalelemente, d.h. m[d[k]] ist das k-te Diagonal-
element ay.

Dabei ist beriicksichtigt, dass die Steifigkeitsmatrix wegen des Konvek-
tionstermes i.a. nicht symmetrisch ist. Wenn man sich auf Reaktions-
Diffusionsgleichungen beschrankt, erhélt man symmetrische Matrizen
und kann sich auf die Speicherung der Matrixelemente oberhalb der
Diagonalen einschlieilich der Diagonalen beschrianken.
Mit der beschriebenen Datenstruktur hat eine Matrix-Vektor-Multipli-
kation z.B. folgende Form:
for(i = 0; 1 < nn; i++)
y[i] = 0;
for(j = rlil; j < rli+1]; j++)
y[i] += m[j1*x[c[j1];

Dabei ist nn die Zahl der Unbekannten.






KAPITEL IV
Erginzungen

IV.1. Nichtkonforme Methoden

Bisher haben wir stets konforme Finite Element Methoden betrach-
tet, bei denen der diskrete Raum X} im unendlich dimensionalen Raum
X des Variationsproblems enthalten ist. Nun wollen wir sog. NICHT-
KONFORME METHODEN betrachten, bei denen diese Inklusion nicht
mehr gilt.

Zunéchst betrachten wir wie in §1.2 eine abstrakte Situation. Sei
dazu (X, || - ||x) ein Banachraum, [ € £(X,R) und a € £*(X,R) sym-
metrisch und koerziv. Zu losen ist das Variationsproblem

(IV.1.1) a(u,v) =1l(v) YveX.

Weiter seien (Xp, || - ||x,) ein endlich dimensionaler Banachraum, I, €
L(Xy,R) und a5, € L*(X;,R) symmetrisch und koerziv. Die Nor-
men von [; und a; sowie die Koerzivitdtskonstante «j, von a; seien
gleichméfig in A nach oben bzw. — fiir a, — nach unten weg von 0
beschrénkt. Die diskrete Approximation von (IV.1.1) lautet

(IV12) ah(uh, Uh) = lh(Uh) Yo, € Xp.

Wegen Satz 1.2.1 (S. 16) haben (IV.1.1) und (IV.1.2) jeweils eine ein-
deutige Losung u bzw. uy,. (Man beachte, dass hierfiir die gleichmafi-
ge Beschranktheit von ||l||z, ||an|/z2 und a4 nicht benétigt wird.) Da
wir an der nicht-konformen Situation interessiert sind, ist X, ¢ X.
Allerdings setzen wir voraus, dass ap, l, und || - ||x, auch fiir Elemen-
te von X einen Sinn machen und fiir solche Elemente mit a, [ bzw.
| - ||x iibereinstimmen. Der folgende Satz ist unter diesen Annahmen
das nicht-konforme Analogon zum Céa-Lemma [.2.2 (S. 17).

SATZ IV.1.1 (ZWEITES STRANG-LEMMA). Unter den obigen Vor-
aussetzungen gilt die Fehlerabschdtzung

A .
hu = wnllx, < (1+22) inf Jlu—willx,
Oéh ’UhEXh

1
+— sup |ap(u, wp) — lh(wn)].
Ap  wyeX),
llwn |l x, =1

Dabei ist A, = ||ap||c2 und oy die Koerzivititskonstante von ay,.

105
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BEWEIS. Sei v, € X}, beliebig und wy, = up, — v,. Aus der Koerzi-
vitéit von ay, folgt dann
anllwallk, < an(wn, wn)

= ap(up — vp, wy)
= ap(u — vp, wy) + ap(up, wy) — ap(u, wy)
= ap(u — vp, wy) + lp(wp) — ap(u, wy)
< Apllu = vnllx,, [[wnllx,

+ ]lh(wh) — ah(u, wh)\

Wegen
= unllx, < llu—vnllx, + [lwnllx,
folgt hieraus die Behauptung. O

Der folgende Satz ist die nicht-konforme Variante des Dualitétsar-
gumentes von Aubin-Nitsche, Satz .2.3 (S. 18).

SATz IV.1.2. Die Bezeichnungen und Voraussetzungen seien wie in
Satz IV.1.1. Zusdtzlich sei H ein Hilbertraum mit Skalarprodukt (-, -)n
und Norm || - ||z, so dass X — H dicht und X, C H ist. Fiir jedes
¢ € H seien u, € X die eindeutige Losung von

a(v,u,) = (p,v)g Yve X
und u,, € X, die eindeutige Lésung von
ah(vh,u%h) = ((,07 Uh)H \V/’Uh - Xh.
Dann gilt die Fehlerabschdtzung
= unllsr < sup { Anlhu =l sy = wpnllx,
€

llella=1

+ lan(u — un, up) — (0, u = un)n|

+ |ah<u’ Uy — ucp,h) - lh(“w - u%h)|}‘

BEwEIs. Da X — H dicht und X, C H ist, ist

(IV.1.3) |lu —up|lg = sup (p,u—up)y.
peH
lellz=1

Sei nun ¢ € H mit |||z = 1 beliebig. Dann folgt
(pou—un)m = alu, uy) — an(un, tppn)
= ap(u, uy) — ap(up, Uy p)
= ap(u — up, Uy — Uy p)

+ an(up, up — Upp)
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+ an(u — up, upp).
Fiir den zweiten und dritten Summanden dieser Gleichung folgt

ah(u’w Up — u%h) = ah(uhv u@D) - ah(u’ uw)
+ ap(u, uy) — ap(up, upp)
—_———  ———
=(pu)m =(pun)m
= —ah(u — Up, U’cp) + (90, u— Uh)H

und

ap(u — up, Upp) = ap(u, upp) — ap(u, uy,)
+ an(u, uy) — ap(up, up p)
—_——— N———
=l(uy) =lp(ugp,n)
= —ap(u,up — upp) + Ity — Upp).

Also ist

(o, u —up)g = an(u — up, Uy — Uy p)
- {a’h(u — Up, U’SD) - (907 u— uh)H}
—{an(u, up — ugpp) — lp(uy — upp)}-

Hieraus und aus (IV.1.3) folgt die Behauptung. O

Wir wenden diese abstrakten Ergebnisse auf ein einfaches, aber

typisches Modellproblem an: die CROUZEIX-RAVIART DISKRETISIE-
RUNG der ebenen Poissongleichung mit homogenen Dirichlet Randbe-
dingungen. Dabei ist 2 C R? ein beschriinktes, zusammenhiingendes
Gebiet mit stiickweise geradem Rand T, X = H}(Q), H = L*(Q),
l(v) = [, fvund a(u,v) = [, Vu'Vo.
Wie in §I1.3 bezeichnet 7, = {K; : 1 < i < m;} eine zuldssige und
regulére Unterteilung von €2 in Dreiecke. Wir bezeichnen die Dreiecks-
kanten in 7, mit &, und die inneren Kanten mit &, o. Fiir £ € &, ist
mpg der Kantenmittelpunkt. Da jede Ebene durch drei nicht kolinea-
re Punkte eindeutig bestimmt ist, ist fiir jedes K € 7}, jedes lineare
Polynom p € P; eindeutig bestimmt durch seine Werte in den Kanten-
mittelpunkten von K. Daher ist folgende Definition sinnvoll

Xy = {90 € L2(Q) : ¢|x € P, VK € Ty,
¢ ist stetig in mp, & € &, q,

gp(mE) =0VE € gh\ghyg}.

X}, heifit der Finite Element Raum von CROUZEIX-RAVIART.
Jedes up € Xj, ist eindeutig bestimmt durch seine Werte in den Kan-
tenmittelpunkten mpg, E € &, o. Bezeichnen z;, 29, 23 die Eckpunkte
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von K und v,,, v,,, v,, die zugehorigen nodalen Basisfunktionen aus
6I1.3, so folgt mit einer leichten Rechnung

3
Up| K = Z uh(mi)wi7
i=1

wobei m; der Mittelpunkt der ¢-ten Kante von K und

Wi = Vg TV — Uy,

7

ist. Dabei liegt wie in §II[.4 die i-te Kante vereinbarungsgeméf dem
i-ten Eckpunkt gegeniiber und Knotennummern werden modulo 3 ge-
nommen.

Die Funktionen in X}, sind nicht stetig und verschwinden nicht iden-
tisch auf I'. Daher ist X;, ¢ X. Esist aber X;, C H = L?(Q). Auflerdem
ist offensichtlich S,0 C Xj,. Die Norm || - ||x,, die Linearform 7, und
die Bilinearform ay, ‘werden definiert durch

1/2
hunllx, = { D unlirm

KeTy,
Uh E /fuh7
KeT,
n(Un, vp) E /Vuthh
KeTy,

Offensichtlich sind die Voraussetzungen der Sitze IV.1.1 und IV.1.2
erfiillt. Insbesondere ist A, = o, = 1.

SATZ IV.1.3. Seiu € HL(Q) N H?(Q) die Lésung von (IV.1.1) und
L,(w) = ap(u,w) —lp(w) Yw e X & Xp.
Dann gilt fir allew € X & X,
| Lu(w)] < chluls|w] x,.

Die Konstante ¢ hingt nur von der Konstanten cr der Regularitdtsbe-
dingung an 75, ab.

BEWEIS. Sei w € X @ X}, beliebig. Durch elementweise partielle
Integration folgt mit den gleichen Notationen wie in §I11.3

Ly(w) = / Vo'V — Y / fw

KeTy, KeTy,
—fK —Auw
- / VulVuw + Z / Avaw
KeT, KeT;,

:—fKVu Vw+ [5 On e uw
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_ O
> | o
= Z [E[anEuw]E—i- Z /Eanuw.

EEShVQ Eegh\gh,ﬂ

Da u € H?(Q) ist, gilt fiir jede innere Kante E € &, ¢

/E On, 1l = 0.

Ist dagegen E € &£,\&) q eine Randkante, so ist entweder w = 0 auf E,
falls w € X ist, oder

/ w = hgw(mg) =0,
E

falls w € X}, ist. Definieren wir daher fiir jede Kante £ € &, den
Mittelwert von w auf E durch

@E:hEl/w,
E

Liw) = 3 [ Buputw =)

Eeé’h,g

so folgt

+ Z Opu(w — Wg).
Ee€&p\&n,0 E

Bezeichne mit I, : X N H*(Q) — S,lz”g C X}, den nodalen Interpolati-
onsoperator aus §11.3. Da fiir jede Kante £

/E(w—@E)ZO

und 0y, (Inu) s konstant ist, folgt

Luw) = 3 /E O (1 — Tyu)(w — W)

Eeé
(IV.1.4) e
+ ) O (u — Iyu)(w — Wg).
E€&p\&n.0 B
Wegen |n| = |ng| = 1 folgt hieraus mit der Cauchy-Schwarzschen Un-
gleichung

| Lu(w)| < Z IV (u— Ihu)|| L2 [lw — WEl 22()-
Ee&y
Betrachte nun eine beliebige Kante E € &, und ein Dreieck K € 7y,
das E als Kante hat. Bezeichne mit £ die horizontale Kathete des
Referenz-Dreieckes K und mit Fx : K — K eine affine Transformation
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von K auf K, die E auf E abbildet. Setze & = w o F. Aus dem
Transformationssatz folgt

mE:h,gl/w:/w

E E
/(w—wE):o.
E

Wie im Beweis der Poincaréschen Ungleichung 1.1.21 (S. 15) folgt, dass
es eine Konstante ¢ gibt mit

Also ist

H90||L2(i() < é|90|Hl(f<)

fiir alle ¢ € H'(K) mit [ ¢ = 0. Hieraus folgt mit dem Transformati-
onssatz und dem Spursatz [.1.12 (S. 12)

_ 2y .
|w —WEg||L2p) = hil? | — el

<h1/2 A= 12 A2 1/2
< C{Hw wEHLQ(k)—l—|w wE|H1(f()}
1/2 (1+C2)1/2|w—@E|H1(f<)
—h” (14 )by )
< hyle(1 4 ¢)'2| det DFy| (| DFc||clwl e
< ch}E/ |w] (k)
also
(IV.1.5) lw — Wl 12 < ¢y (W] )-

Hierbei haben wir im letzten Schritt ausgenutzt, dass wegen Satz [1.3.2
(S. 43) und der Regularitit von 7;, der Ausdruck | det D Fy|~V/2||DFx ||,
durch eine von ¢ abhéngige Konstante beschrénkt ist.

Mit den gleichen Argumenten folgt aus dem Spursatz 1.1.12 (S. 12),
Satz I1.3.1 (S. 40) und Satz I1.3.7 (S. 47) durch Transformation auf das
Referenzelement mit @ = wo Fx

IV (u = )| 2y
—1/2 ~ ~A A~

= h PV (i — 70) | oy
—1/2 ~ NN

< chy / | — 7W||H2(f<)

12 A 1/2
= chy {||u—7ruH +|u Wu\Hl(K+|u|H2(K}

1/2) ~
/ |U’H2(f<)

< hjp'"?| det DFg | 2| DFx||Zul g2t

S c"h]l5/2|u|H2(K)

< c'h;J
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also
(IV.1.6) IV (u = )| 2y < " hil|ul ey

Hierbei haben wir im letzten Schritt ausgenutzt, dass wegen Satz 11.3.2
(S. 43) und der Regularitit von 7;, die Grofe hi'| det D Fy| V2| D Fie||2
durch eine von ¢y abhéngige Konstante beschrankt ist.

Aus den Abschitzungen (IV.1.4) — (IV.1.6) und der Cauchy-Schwarz-
schen Ungleichung fiir Summen folgt

|Lu(u)| < ¢ > hlw|m o lulmzm) < <hlwlx, [uls.
Ecé&y

g

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir eine Fehlerabschéatzung fiir
die Crouzeix-Raviart Diskretisierung beweisen.

SATZ IV.1.4. Seien u € H}(Q2) N H*(Q) die schwache Lisung der
Poissongleichung und u, € X, die Lisung der Crouzeix-Raviart Dis-
kretisierung. ) sei konvex. Dann gelten die Fehlerabschdtzungen

lu = unllx, < cihlulz,
lu — upllo < coh®|uls.
Die Konstanten c1, ¢ hdngen von € und der Konstanten cr aus der
Regularititsbedingung an 75, ab.
BEWEIS. Da 5,1128 C X, ist, folgt aus Satz 11.3.3 (S. 43)

inf flu—wonllx, < inf flu—wlx,

vhE€Xp wrES,'

= inf |u—w
whes;;g| th

< |u — Inuly
< chluls.

Damit folgt die erste Fehlerabschétzung aus den Sétzen IV.1.1 und
IV.1.3.
Satz IV.1.3 mit w = u — uy, liefert andererseits

|an(u = un, up) = (9, u = un)o| < chluglo|lu — x| x,
< hllgllollv = unllx, -

Satz IV.1.3 mit w = uy, — u,, und der erste Teil des Beweises ergeben
welter

|an(u, up — upn) — ln(up — upn)| < chllugy — upnllx, [ul2
< P2 |ug|a|ul,
< "h?[Jelloul2-

Damit folgt die zweite Fehlerabschédtzung des Satzes aus der ersten
Abschétzung und Satz IV.1.2. O
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BEMERKUNG IV.15. (1) Sei J(u) = jan(u,u) — ly(u). Wegen
S,lljg C X ist
inf J(u) < inf J(up).
ueX ( )_uhES;L”g (un)

Wegen 5}11:8 C X, ist ebenso
inf J(up) < inf J(up).

up€Xp up €Sy

Daher ist das Minimum von J bei nicht-konformen Methoden kleiner
als bei konformen Methoden und h&aufig dichter am kontinuierlichen
Minimum.

(2) Satz IV.1.4 benotigt im Gegensatz zu Satz 11.3.4 (S. 45) nicht nur
die H2-Regularitiit der aktuellen Losung u sondern die H2-Regularitiit
fiir jede rechte Seite in L?*(€2). Daher muss (2 als konvex vorausge-
setzt werden. Diese zusétzliche Einschrankung ist nicht Beweistechnik.
Nicht-konforme Methoden reagieren haufig empfindlicher als konforme
Methoden auf mangelnde H?-Regularitiit z.B. aufgrund einspringender
Ecken.

(3) Konstruktionsgeméaf gilt

Lu(w) =0 Ywe HYQ).

Dies gilt aber nicht fiir L*-Funktionen, da L, auf L*(Q) nicht stetig
fortsetzbar ist.

IV.2. Gemischte Methoden

Um technische Schwierigkeiten zu vermeiden und die wesentlichen
Aspekte besser herauszuarbeiten, beschrinken wir uns im Folgenden
auf ein einfaches Modellbeispiel: die Poissongleichung in einem zwei-
dimensionalen, beschrankten, konvezen Polygon (2 mit homogenen Di-
richlet-Randbedingungen

—Au=f inQ

(Iv.2.1) u=0 aufl.

Dies ist ein extrem einfaches Modell fiir die vertikale Auslenkung u einer
ebenen, diinnen, eingespannten Membran unter Einfluss einer vertika-
len Last f. Die bisher betrachteten Methoden liefern Approximatio-
nen der Auslenkung. Unter mechanischen Gesichtspunkten sind aber
héufig die aus der Belastung resultierenden inneren Spannungskréfte
viel wichtiger. Im Rahmen dieses einfachen Modells ist dies der Gradi-
ent Vu der Auslenkung. Diese Grofie muss bei den bisher betrachteten
Methoden durch Differentiation aus der Auslenkung u berechnet wer-
den und wird i.a. um eine h-Potenz schlechter approximiert als die
Auslenkung. Wegen der Bedeutung dieser Grofle sucht man nach Ver-
fahren, die sie direkt und genauer approximieren.
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Dies leisten sog. GEMISCHTE FINITE ELEMENT METHODEN. Dazu
fithren wir ¢ = Vu als zusétzliche Variable ein. Damit geht (IV.2.1)
iiber in das folgende Differentialgleichungssystem 1. Ordnung

—Vu=0 1inf2
(IV.2.2) —dive=f inQ
u=0 aufl.

Multiplizieren wir die erste Gleichung von (IV.2.2) mit einem hinrei-
chend glatten Vektorfeld 7, integrieren iiber €2, wenden den Gaufischen
Integralsatz an und nutzen die Randbedingungen fiir u aus, erhalten

wir
O:/U-T—/T~Vu
Q 9]
:/0~T—|—/udiv7'—/ U T-n
Q 0 o0 >~

0
:/0-7‘+/udiV7—.
Q 0

Offensichtlich ist die zweite Gleichung von (IV.2.2) dquivalent zu

—/deivaz/gfv Yo e LA(Q).

Diese Beobachtung fiihrt auf folgende schwache Formulierung von Pro-
blem (IV.2.1):

Finde [o,u] € X = M x @Q, so dass

/U T+/uleT—0 VreM
—/vdiva:/fv Yu € Q.
Q Q
Dabei ist
M = H(div,Q) = {0 € L*({;R?) : dive € L*(;R)},

Q = L*(Q).

M wird versehen mit der Norm

(IV.2.3)

ol ey = {llerll§ + [l div or[[33172.

Wie in Satz 1.1.6 (S. 9) kann man zeigen, dass M mit dieser Norm ein
Banachraum ist.

Die Herleitung von (IV.2.3) zeigt, dass dieses Problem im iiblichen
Sinne zu (IV.2.2) dquivalent ist: Jede klassische Losung von (IV.2.2)
16st auch (IV.2.3) und jede hinreichend glatte Losung von (IV.2.3) ist
auch eine klassische Losung von (IV.2.2).
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Problem (IV.2.3) ist ein sogenanntes GEMISCHTES oder SATTEL-
PUNKTSPROBLEM. Es stellt die Euler-Lagrange Gleichungen des fol-
genden Optimierungsproblems mit Nebenbedingungen dar:

1
J(J)—§/gza-a—>minian—{U€M:—divo—f}.

Fiir die Analyse von (IV.2.3) fiithren wir folgende Abkiirzungen ein:
oy ullx = {lloll§ + Il divollg + [lullg}"/?,

a([a,u],[T,v]):/QU-T—F/QUdiVT—/deiVU,
z([T,U]):/QfU.

Dann ist (IV.2.3) offensichtlich &dquivalent zu
(IV.2.4) a([o, u], [7,v]) = U([r,v]) V[r,v] € X.

Auf den ersten Blick scheint Problem (IV.2.4) in den abstrakten Rah-
men von §1.2 zu passen. Aber die Bilinearform a ist nicht symmetrisch
und nicht koerziv. Dies spiegelt die Sattelpunktsstruktur von (IV.2.3)
wider. Statt der Koerzivitét erfiillt a allerdings eine sogenannte INF-
SUP BEDINGUNG:

SATZ IV.2.1 (INF-SUP BEDINGUNG). Es gibt eine Konstante o > 0,
die nur von 2 abhdngt, mit

. a((o. 4l [r.0)
loleX\ (0} frujex\goy (|0 ulllx {7 olllx
BEWEIS. Sei [0, u] € X\{0} beliebig, aber fest. Dann gilt

a([o,u], [o,u]) = [l

und wegen diveo € L*(Q)
a([o,u], [0, — divo]) = || divol|2.

Da € beschriinkt ist, gibt es ein R > 0 mit Q C (—R, R)?. Setze u
durch 0 auf ganz R? fort und definiere

Tu(7) = 61/ u(s, za)ds V= (x1,x2) € Q.
-R

Dabei ist e; der erste Einheitsvektor in R%. Offensichtlich ist 7, € M
und erfiillt

div 7, = u,
ITullo < collullo.

Dabei héngt die Konstante ¢y nur vom Durchmesser von 2 ab. O.E.
ist ¢g > 1. Hieraus folgt

Mh%hﬁb=/wm+w%

Q



IV.2. GEMISCHTE METHODEN 115

= =llolloll7ullo + llulls
= =llllocollullo + [l
> Nl ~ 33lol
Setze
p=Coo+ Ty, w=cou— %divo.
Dann folgt

a(o, ul, [p, w]) = cga[o, ul, [0, u]) + a([o, u], [1., 0])

1
+ 5@([0, ul, [0, — div o))
a2 Loz Lo e L 9
> collollo + 5““”0 - §Co||0||0 + §|| divallg
1
> ol
und
2 1 .
e, wlllx < collloy ulllx + 7w, O]llx + 5110, — div o]l
L, ..
= cilll ulllx + {llulls + [mullg 3 + 5l divello
~——
<cgllull3
1) 2
<{a+drieih loals
< 2¢p]|[o ]| x-
Aus diesen Abschétzungen folgt die Behauptung mit o = ﬁ. O
0

Aus Satz 1V.2.1 folgt:
SaTz 1V.2.2. Problem (IV.2.3) besitzt eine eindeutige Lisung.

BEWEIS. Seiu € H}(Q2) die schwache Lésung von (IV.2.1) im Sinne
von Definition 1.3.1 (S. 22). Da  konvex ist, folgt aus Satz 1.3.6 (8.
26) u € H*(Q). Also ist 0 = Vu € H(div,Q). Aus der Herleitung
von (IV.2.3) folgt, dass [0, u] eine Losung von (IV.2.3) ist. Wir miissen
also noch die Eindeutigkeit zeigen. Dazu reicht es, zu zeigen, dass das
homogene Problem, d.h. (IV.2.3) mit f = 0 bzw. (IV.2.4) mit [ = 0,
nur die triviale Losung hat. Ist aber [0, u] eine Losung des homogenen
Problems (IV.2.4), so folgt aus Satz [V.2.1

ol ulx < sup 2oublne))
reiexvoy N7 o]l

Also ist 0 = u = 0. O

=0.
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Fiir die Diskretisierung von (IV.2.3) betrachten wir nur das ein-
fachste Beispiel, das sogenannte RAVIART-THOMAS ELEMENT nied-
rigster Ordnung. Dazu bezeichnet 7;, eine Familie zuldssiger und re-
guldrer Triangulierungen von 2 und &, die Menge der Dreieckskanten
in 7;,. Fir ein Dreieck K sei

RT(K) = {(g) g (i;) :a,ﬁ,veR}.

SATz 1V.2.3. Sei K ein Dreieck und ng das dufere Finheitsnor-
malenfeld zu OK . Dann gilt fiir jedes o € RT(K):

(1) 0 -ng ist konstant auf den Kanten von K.
(2) o ist eindeutig bestimmt durch die Werte von o - ng auf den
Kanten von K.

BEWEIS. AD (1): Die Funktion = +— z - ng ist konstant auf den
Kanten von K.
AD (2): Wegen dim RT(K) = 3 miissen wir nur zeigen, dass 0 die
einzige Funktion ¢ € RT(K) ist, fiir die o - nx auf allen Kanten von

K verschwindet. Sei
[« T
o= (5)+ ()

eine solche Funktion. Dann folgt aus dem Gauflschen Integralsatz

O:/ o NK
oK
:/diva
K
K

= v =0.

Also steht der Vektor <a) senkrecht auf dem zweidimensionalen Raum,

g

der von den Richtungsvektoren der drei Kanten von K aufgespannt
wird. Also ist auch o = 3 = 0. O

Wir definieren
RT;'={0:Q—R*:0x € RT(K)VK € T,}
RT}, = RT, ' N H(div, Q).
Wie im Beweis von Satz 1.1.7 (S. 10) folgt, dass 0 € RT}, " genau dann
in RT}, liegt, wenn o - ng stetig ist iiber alle Dreieckskanten, die in €2
liegen. Wegen Satz IV.2.3 ist daher RT}, # {0}. Die Freiheitsgrade der

Funktionen o), € RT}, sind genau die Werte von o, - nx auf den Kanten
in &,. Insbesondere ist dim RT}, = §&,. Wir setzen nun

Mh = RTh7
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Qn="5,",
Xp = My X Qp
und approximieren Problem (IV.2.4) durch
Finde [0}, up] € X3, so dass
(IV.2.5) a([on, un), [Ty vn]) = U[Th, va]) Y, vn] € X,
oder in anderer Schreibweise

Finde [0}, up] € Xj, so dass

/O’h'Th—l—/uhdiVTh:O V1, € My,
Q Q

—/UhdiVO'h:/fUh \V/’Uhth.
Q Q
SaTz 1V.2.4. (1) Es ist div My, = Q. Zu jedem up € Q) gibt es

e T, € My mit

(IV.2.6)

diVTh,uh = Up,
175, lo < crllunlo.

Die Konstante ¢y hdangt nur vom Durchmesser von €2 und der Konstan-
ten cr aus der Regularititsbedingung an T ab.

(2) (INF-sUP BEDINGUNG) FEs gibt eine Konstante > 0, die nur von
der Konstanten ¢, aus Teil (1) abhdingt, mit

inf sup G,([O‘h, Uh}, [Th, Uh])

o] €X0\O} (1, wnle X\ (0} [0, wn] [l x| [h, vallx
(3) Problem (IV.2.5) bzw. (IV.2.6) besitzt eine eindeutige Lisung.

BEWEIS. AD (1): Aus der Definition von RT}, folgt sofort div M), C
Qn. Sei nun u, € Qy beliebig und

z1

Tup = 61/ up(s,xe)ds Vr = (x1,22) € Q
-R

wie im Beweis von Satz IV.2.1. Wir definieren einen Operator

I, - H(div,Q) — M,
durch

(IV.2.7)  (Ihr) -nkg = hgl/ T-ng VK eT,Eec&, ECOK.
E

Dabei ist hg die Lange von E. Wegen Satz [V.2.3 ist diese Definition
sinnvoll. Fiir jedes K € 7}, folgt mit dem Gaufischen Integralsatz

/K div(hrm,) = 3 /E (Tt - ¢

Ecé&y
ECOK
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:/'U,h.
K

Da uy, und div (I, ) auf K konstant sind, bedeutet dies
div([pTy,) = up.

Mit dem iiblichen Skalierungsargument, d.h. Transformation auf das
Referenzelement und Aquivalenz von Normen auf endlich dimensiona-
len Rdumen, zeigt man, dass

n7unllo < eall T, [l 1 (aiv)

ist mit einer Konstanten ¢y, die nur von ¢y abhéngt. Also leistet 73 4,
= I,7,, das Gewiinschte mit ¢; = c3(1 + ¢2)¥/? und ¢y wie im Beweis
von Satz IV.2.1.

AD (2): Wegen Teil (1) konnen wir den Beweis von Satz IV.2.1 ko-
pieren. Dabei tibernimmt 7,,, aus Teil (1) die Rolle von 7, aus dem
Beweis von Satz IV.2.1.

AD (3): Wie im Beweis von Satz IV.2.2 folgt aus Teil (2), dass das
homogene Problem (IV.2.5), d.h. (IV.2.5) mit [ = 0, nur die triviale
Losung besitzt. Da (IV.2.5) ein lineares Gleichungssystem mit der glei-
chen Anzahl von Gleichungen und Unbekannten ist, folgt hieraus die
Behauptung. U

SaTz IV.2.5. Seien [o,u] € X und [0, u] € X, die eindeutigen
Lisungen der Probleme (IV.2.4) und (IV.2.5). Es sei 0 € H*(Q)?,
dive € HY(Q) und uw € HY(Q). Dann gilt die Fehlerabschitzung

o — oullo + || div(e — on)llo
+|u —upllo < ch{lo)y +|divel|; + |u|i}.

BEWEIS. Sei [, v,] € X, beliebig. Mit der Dreiecksungleichung
folgt

o —on,u—wunlllx <|llo—7nu—vnlllx + |[7h — on, v — ual|lx-

Wegen X, C X folgt aus (IV.2.4) und (IV.2.5) die Galerkin Orthogo-
nalitét

a(lo — on,u —up), [pn, wr]) =0 Vpp, ws] € Xp.
Hieraus und aus Satz [V.2.4 (3) folgt

Blllrn — o, vn — unl|x < sup a([Th — on, Un — unl, [pn, wh])
[Ph»wh}EXh\{O} ||[ph7wh]||X
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- a([th — o, vn, — ul, [pn, wr])
= sup
lonwn] X1\ {0) Ilon, whlll x
< llmn — o, vn — ulllx-
Hierbei haben wir im letzten Schritt die Cauchy-Schwarzsche Unglei-
chung fiir Integrale und Summen und die Definition von || - || x ausge-

nutzt. Da [7,, v5] € X}, beliebig war, beweisen diese Abschitzungen das
folgende Analogon zum Céa-Lemma, Satz 1.2.2 (S. 17),

1 .
llo = onu = uill < (145) i flo = = ol

[Th,vn]€XH

Bezeichne mit 7, : L*(2) — Q) die L*-Projektion. Dann folgt aus
obiger Abschétzung

) 1/2
{llo = onlls + | div(c — on)[I§ + lu — uall§}

< (1 N %) llo = Inosu — mpad|x

1 . 1/2
- (1 + 5) {lo = hol3 + Il div(o = Lio) |3 + lu — maull3}*.

Dabei ist [, der Interpolationsoperator aus (IV.2.7). Aus der Poinca-
réschen Ungleichung, Satz 1.1.21 (S. 15), folgt

1/2
lu — myullo = { > - WhUHizm}

KeTy,

1/2
1 2
= Z ||U_m KU||L2(K)
1/2

KETh

< { Z CQh%{WﬁW(K)}

KeT,
< chlul;.

Durch Transformation auf das Referenzdreieck folgt wie im Beweis von
Satz 11.3.3 (S. 43) fiir jedes K € 7,

) <c inf .
HO' ha||L2(K) < CTKGIII?}T(K) HO’ TKHLQ(K)

<c inf |lo—
<c inf lo = prllLz)
< C,hK|O'|H1(K).

Dabei haben wir wieder im letzten Schritt die Poincarésche Unglei-
chung, Satz [.1.21 (S. 15), ausgenutzt. Quadrieren dieser Abschétzung
und Summieren iiber alle Dreiecke liefert

o — Ino|lo < chlo|;.
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Sei nun v € L?(2) beliebig. Dann ist

/Q div(o — Lyo)v = / div(o — Ino)(v — mh0)

Q
+ / div(o — Io)mpv.
Q

Wegen (IV.2.7) erhalten wir fiir den zweiten Summanden

/ div(o — Ipo)mpv
Q

= Z/div(a—]ha)ﬁhv
KeT, VK

= Z /az(nK (0 — Ino)mpo

KeTy,

Y /EnK-J—/EnK-(IhU) -

KeT, E€&y ~
ECOK =0

=0.

Fiir den ersten Summanden folgt aus der Cauchy-Schwarzschen und
der Poincaréschen Ungleichung

/Q div(o — Io)(v — my0)

1/2
< || div(e —an)llo { > llv- mv\lizm}

KeTy,

1/2
< cf div(e —an)llo { > h%\vﬁp(m} :

KeTy,

Wiéhlen wir spezeill v = div(o — I,0) und beachten, dass div [0 ele-
mentweise konstant ist, erhalten wir aus obiger Abschéitzung

I div(o — Ino)|[5

1/2
< c|| div(e — I,0)||o { Z h| diVUﬁ{l(K)}

KeTy
< chl|div(e — I0)||o| div ol

und damit
| div(o — Ir0)llo < ch|dival.

Hieraus folgt die Fehlerabschéitzung des Satzes. U
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BEMERKUNG IV.2.6. Da ) konvex ist, ist v € H?(Q) und o =
Vu € HY(Q). Wegen divo = — f sind daher die Regularititsannahmen
von Satz IV.2.5 erfiillt, wenn f € H'(Q) ist.

Das lineare Gleichungssystem (IV.2.6) hat folgende Struktur

(5 ) ()= (%)

Die Koeffizientenmatrix dieses LGS ist symmetrisch, aber indefinit.
Dies spiegelt die Sattelpunktsstruktur von (IV.2.3) wider. Die Matrix
A ist symmetrisch, positiv definit, und die Matrix B hat wegen Satz
IV.2.4 (1) maximalen Rang. Die Groe des LGS (IV.2.6) ist 8&), + §7},.
Wegen der Indefinitheit kann es nicht mit einem CG-Verfahren gelost
werden. Wir wollen nun ein dquivalentes diskretes Problem herleiten,
das auf ein kleineres, symmetrisches, positiv definites LGS fiihrt.
Bezeichne dazu wie in §IV.1 mit &, o die Menge aller Kanten im Innern
von (). Jedem E € &, o ordnen wir wieder einen dazu orthogonalen
Einheitsvektor ng zu und bezeichnen mit [¢|r denSprung von ¢ iiber
E in Richtung ng. Setze
s= |J E

E€&hn
und bezeichne mit
Spsl ={A:E — R:A\p €RVE € &0}
die stiickweise konstanten Funktionen auf .

SAaTz IV.2.7. (1) Es ist

RThz{aeRTh_li Z /[U'”E]E/\ZOV/\ESISZ;}'
E

EGgh,Q

(2) Sei p € L(RT;, ', R) mit p(c) =0 fiir alle 0 € RT},. Dann gibt es
genau ein A, € Sg:; mit

p(o) = Z /E[U-nE]E)\@ Vo € RT; .

Ec&y 0

BEWEIS. AD (1): Wie im Beweis von Satz [.1.7 (S. 10) folgt, dass
o € RIT, ! genau dann in RT), liegt, wenn o - nx stetig ist iiber alle
inneren Kanten, d.h. wenn [0 - ng|g fiir alle £ € &, g verschwindet.
Wegen Satz IV.2.3 (1) ist dies genau dann der Fall, wenn gilt

> [ lo-neleA=0 Ve syt
EG&L,Q E

AD (2): Sei » € L(RT,',R) eine lineare Abbildung, die auf RT,
verschwindet. Wegen des Rangsatzes gibt es ein A, € 52:51 mit der
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gewiinschten Eigenschaft. Wir miissen also nur noch die Eindeutigkeit
von A\, zeigen. Sei dazu p € 52151 mit

}:u/ww@buzo Yo € RT; L.
EES}MQ E

Dann miissen wir p = 0 zeigen. Sei dazu E* € &, o beliebig und K* €
Ty, ein Dreieck, das E* als Kante hat. Wegen Satz IV.2.3 gibt es ein
o* € RT, U mit

ojx =0 fiiralle K € 7,\{K"}
c"-np=0 fir alle Kanten F von K* mit £ # E*

o*- negx = 1.
Damit folgt

0= Z /E[U*'”E]EU

Eegh,n
- / [0" - np-]pp
E*
Da E* beliebig war, folgt u = 0. U

Wir betrachten nun das folgende Problem:

Finde 63, € RT; Y, @y, € S, fin € 52351, so dass

/5h'Th+/l~LhdiV7‘h
Q Q

+ Z /[Th'nE]E[Lh:O V1, € RT; !
B

EeEh,Q

—/%maz/nhwﬁﬁﬁ
Q Q
Z /[5h-nE]E/\h:O V)\hes,gjgl

E

EEgh,Q

SaTz IV.2.8. Die Probleme (IV.2.6) und (IV.2.8) sind dquivalent.

(IV.2.8)

BEWEIS. Sei 6y, G, fin, eine beliebige Losung von (IV.2.8). Aus der
dritten Gelichung von (IV.2.8) und Satz IV.2.7 (1) folgt 6, € RT}, =
M},. Indem wir in der ersten Gleichung von (IV.2.8) nur Vektorfelder
7, € RT) als Testfunktionen betrachten, sehen wir, dass &;, u; eine
Losung von (IV.2.6) ist.

Betrachte nun umgekehrt die Losung oy, up, von (IV.2.6). Diese erfiillt
wegen (IV.2.6) und Satz IV.2.7 (1) die zweite und dritte Gleichung von
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(IV.2.8). Wegen (IV.2.6) verschwindet zudem die lineare Abbildung

7'»—>/ah-7'+/uhdiv7'
Q Q

auf RTy. Wegen Satz IV.2.7 (2) gibt es daher genau ein py, € 52:51 mit

/ah-Th—l—/uhdiVTh—l— Z /[Th'nE]E,uh:O vTthTh—l_
Q Q E

Ec&y 0
Also ist oy, up, pp eine Losung von (IV.2.8). O
Problem (IV.2.8) ist ein LGS der Form
A BT O™\ (o4 0
B 0 0 up | = | —bp
C 0 0 1253 0

Da es die Grofle §€, + 175, + 1€ o hat, haben wir auf den ersten Blick im
Vergleich zu (IV.2.6) nichts gewonnen. Dieser Eindruck téuscht aber.

Da die Funktionen in RT)" ! keine globalen Stetigkeitsbedingungen er-
filllen miissen, gibt es eine Basis von RT, ' aus Funktionen, deren
Tréger jeweils auf ein einziges Dreieck konzentriert ist. Daher ist A
eine blockdiagonale Matrix; die Zahl der Blocke ist §7,. Wegen Satz
IV.2.3 (2) ist jeder Block eine 3 x 3 Matrix. Wir kénnen daher die
Unbekannte o, elementweise durch u;, und pu;, ausdriicken und erhalten

oy, = —fl’l{BTuh + CT .
Einsetzen in die Gleichung fiir uy, liefert
—by = Boy, = —BA7'BTu;, — BA7'CT puy,.
Da die Funktionen wu; elementweise konstant sind, ist die Matrix
BA7'BT diagonal. Wir kénnen daher wu;, durch py, ausdriicken und
erhalten ) )
u, = {BA'BT}y b, — BAT'CT ).
Setzen wir dies in die Gleichung fiir yy, ein, erhalten wir
0=Coy
= —CA 'BTu, — C'fl*lC'Tuh
= —CA'BTY{BA'BT"} " {b), - BA'C"}
—CA7'CT
= {CA'BT{BA BT\ 'BA*CT — CA~'CT}y,
— CA'BT{BA BT} 'p,.

Wir konnen also die Unbekannten o, und u;, elementweise eliminieren
und erhalten ein LGS der Form
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fiir p15,. Es hat nur noch die Grée §€, . Die Matrix
H=CA'BT"{BA'BT}'BA~'CcT — CcA~'CT

ist offensichtlich symmetrisch. Da die Matrix des LGS (IV.2.8) wegen
Satz IV.2.4 (3) und Satz IV.2.8 regulér ist, ist H auch positiv definit.
Daher kann Problem (IV.2.9) z.B. mit einem CG- oder PCG-Verfahren
gelost werden.

Die Freiheitsgrade von py, sind die Werte in den Mittelpunkten der
inneren Kanten. Gleiches gilt fiir die nicht-konforme Crouzeix-Raviart
Diskretisierung aus §IV.1. In der Tat sind das Problem (IV.2.9) und
die Crouzeix-Raviart Diskretisierung eng verwandt. Aufgrund dieser
Verwandschaft kann man zudem die Unbekannte p;, benutzen, um eine
Approximation der Ordnung O(h?) fiir die Verschiebung zu erhalten.

SATZ IV.2.9. Seien [o,u] € X und [on,up, un] € RT;7E x SPt x
52”51 die eindeutigen Lisungen der Probleme (IV.2.3) und (IV.2.8).

Bezeichne mit CRy, den Raum der Crouzeix-Raviart Elemente aus §
IV.1 und definiere uy, € C'Ry, durch

tp(mp) = —pne VE € &Ehg.
Daber ist mg der Mittelpunkt der Kante E. Dann gilt
lu = tnllo < ch*{| £l + Jull2}.

BEWwWEIS. Da die Mittelpunktsregel fiir lineare Funktionen exakt ist,
folgt aus der Definition von 1y

/(th + ,uh) =0 VE e 5h7Q.
E

Definiere analog u; € C'R), durch
/(’LL; — u) =0 VE € gh,Q-
E

SchlieBlich sei u;, = m,u die L2-Projektion von u auf Sg’_l. Dann folgt
mit elementweiser partieller Integration fiir alle 7, € RT} '

/U-Th—l—/ﬂhdivm:/U-Th+/udiv7-h
Q Q Q Q

= o T + /udiVT
/Q v+ Y [ udivn

KeTy,

:/U'Th

Q

+ —/VU-T+/un-T
> {- [ gums [ omen]

KETh

= E / UNE * Th
0K

KeT,
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= E / nE Th
OF

E€éh

= E / uhnE Th

EESh Q

Hieraus und aus der ersten Gleichung von (IV.2.8) erhalten wir

Z / Up, — up)[nE - ThlE

Eesh Q

SR T R

EES}“Q

:/Q(gh—a)-Th—{—/ﬂ(uh—ﬂh)diVTh.

Mit dem iiblichen Skalierungsargument, d.h. Transformation auf das
Referenzelement und Aquivalenz von Normen auf endlich dimensiona-
len Rdumen, folgt andererseits, dass es eine Konstante ¢ gibt, die nur
von der Konstanten ¢y in der Regularitidtsbedingung an 7, abhéngt,
mit

[, — o
Z / Up —up)[ng - ThlE
EeghQ
< sup 12"
ThERT; . ) . )
> [Pl + 1 div 7allage |
KeT,

Damit folgt aus obiger Identitét

1/2
[in — upllo < C{ > [h lo = onll 2y + llun — ﬂhH%Z(K)] }

KeTy,

< ¢[Mllo = aullo + lJun — Tl
Geméf Satz IV.2.5 und Bemerkung 1V.2.6 ist
Blo = onllo < ch?[1f 1+ [lulla].

Wir wollen zeigen, dass gleiches fiir ||uy — o gilt. Dazu benutzen wir
ein Dualitdtsargument und bezeichnen mit z die schwache Losung von

Az =1y —up in
z=20 auf I’
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und setzen ¢ = Vz. Mit dem Interpolationsoperator I, aus (IV.2.7)
folgt dann

i = il = [ (@ = ) div g

= /Q(ﬂh — up) div(ILp)
_ /Q (1 — wy) div(Tnp)

- [on=oitie

~ [(on =)t —9)+
- [on=ae =)+
~ [(on=)thp =)
= /Q(Uh —o)(lnp — ) —

< llo = aullolle — Inello + Il div(e = an)oll= = 7z g
< ch{llo = aullolels + || div(e = on) o]l |-

(on —0)p
(op, —0)-Vz

div(op, — 0)z

S— 5 — 5 — 55—

div(op, — 0)(z — mp2)

Wegen
12|11 + |1 < c|lan — unllo
und Satz IV.2.5 liefert dies

[ = willo < ch{llo = aullo + | div( = ow)llo |

< n3{1fh + lull}.
Dies beweist die Fehlerabschétzung des Satzes. O
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